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Résumé 
 
Le calcul des efforts normaux et tangents est important pour la modélisation dynamique du 
système véhicule-voie en ferroviaire. Pour déterminer les forces tangentielles au contact roue-
rail, les coefficients de Kalker sont utilisés dans la plupart des codes de dynamique 
ferroviaire, pour les différents modèles de contact. Ces coefficients ont été mesurés sur banc à 
plusieurs reprises dans les années 80. Une synthèse de ces travaux, réalisée par Hobbs, montre 
que certaines de ces mesures présentent une baisse pouvant atteindre 50% par rapport à la 
théorie de Kalker. L’objet de cette thèse est d’identifier d’abord les véritables causes de la 
dispersion constatée entre les différentes mesures, généralement attribuée à la contamination 
de la surface, puis de développer un modèle numérique capable d’en tenir compte.  
La démarche numérique proposée est sur deux volets. Dans le premier volet, une méthode 
itérative directe par éléments de frontière basée sur les intégrales de surface de Boussinesq-
Cerruti est réécrite pour l’étude du contact normal et glissant entre deux corps élastiques, puis 
étendue pour la résolution du problème de contact roulant. Appliquée avec succès au contact 
roue-rail non-Hertzien, cette méthode est un outil prometteur pour l’étude des paramètres 
influençant les coefficients de Kalker qui allie à la fois la précision et la rapidité. 
Dans le deuxième volet, le problème du contact roue-rail élastique est résolu à l’aide de la 
méthode des éléments finis en utilisant les schémas d’intégration temporelle explicite et 
implicite. La solution élastique est comparée avec le logiciel de référence CONTACT. Le 
modèle par éléments finis 3D développé a permis de prendre en compte d’une part le 
comportement élasto-plastique des corps en contact et d’autre part l’existence d’une couche 
de troisième corps sur l’interface du contact roue-rail. Ainsi, en fin de cette étude, une 
correction aux coefficients de Kalker est estimée à partir d’un modèle qui prend mieux en 
compte la réalité physique du contact roue-rail. 
Afin d’évaluer l’influence de cette correction sur la vitesse critique du véhicule ferroviaire, 
une étude de stabilité est réalisée avec le code de dynamique ferroviaire VOCO dans lequel 
des facteurs de réduction des coefficients de Kalker ont été appliqués. 
 
Mots clés : 
Contact roue-rail roulant, coefficients de Kalker, modélisation numérique, courbes de 
saturation, plasticité, troisième corps, vitesse critique. 
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Abstract 
 
The calculation of normal and tangential forces is important for the dynamic modeling of the 
railway vehicle-track interaction. To determine the tangential forces at the wheel-rail contact 
level, the Kalker’s coefficients of stiffness are used in most of computer codes for different 
contact models. These coefficients were measured on bench several times in the 80s. A survey 
of these works, conducted by Hobbs, shows a decrease of up to 50 % in value compared to 
Kalker’s theory. The aim of this thesis is first to identify the real causes of the dispersion 
observed between the various measurements, usually attributed to the surface contamination, 
then to develop a model taking into account the plastic deformation and the presence of a 
third body layer.  
The numerical modeling of the wheel-rail contact is presented in two parts. In the first part, a 
direct boundary element method based on Boussinesq-Cerruti solution is developed to study 
the normal and sliding contact between two elastic bodies, and then extended to the resolution 
of rolling contact problem. Successfully applied to the wheel-rail contact for non-Hertzian 
situation, this method is a promising tool for studying the parameters influencing Kalker’s 
coefficients which combines both precision and speed. 
In the second part, a finite element model for rolling contact between wheel and rail is 
developed to study the normal and the tangential contact problems using the explicit and the 
implicit integration schemes. The elastic solution is compared with the solution of the 
CONTACT software. The three-dimensional finite element model takes into account the 
elastoplastic behavior of the bodies in contact as well as the existence of a third body layer at 
the interface between the wheel and the rail. Finally, a correction of Kalker’s coefficients is 
estimated from the results of the numerical simulations. 
To study the impact of this correction on the critical speed of the vehicle, a stability analysis 
is performed using the multibody dynamics software VOCO in which the reduced factors of 
Kalker’s coefficients are considered. 
 
Keywords : 
Wheel-rail rolling contact, Kalker’s coefficients, numerical modeling, creep curves, plasticity, 
third body, critical speed. 
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Introduction générale 
 
Après les secteurs de l’aéronautique et de l’automobile, la certification virtuelle est 
maintenant autorisée pour l’homologation de certains véhicules en ferroviaire. Ceci autorise 
l’industrie ferroviaire à remplacer certains essais physiques par des simulations numériques 
avec les codes multi-corps de dynamique ferroviaire, et donc de réduire le coût et durée de 
développement des composants ferroviaires. Dans ce contexte, l’institut RAILENIUM a 
identifié l’importance de maîtriser la certification virtuelle dans son groupe WP7 qui vise à 
faire du prototypage et de la pré-certification virtuelle par calcul.  
L’étude se place dans le cadre du projet coopératif CERVIFER (CERtification VIrtuelle en 
FERroviaires) dont l’objectif principal est de réduire à l’horizon 2020 de 50% la durée et le 
coût de développement et de certification des véhicules et infrastructures ferroviaires en 
remplaçant au maximum les essais par des calculs virtuels. 
Le contact roue-rail est au cœur de toutes les recherches liées à l’interaction véhicule-voie en 
ferroviaire. Les forces au contact agissant sur une roue dont le mouvement est connu régissent 
l’équilibre général de l’essieu et le comportement dynamique des véhicules ferroviaires. La 
zone de contact étant soumise à de fortes concentrations de contraintes, elle est le champ de 
plusieurs phénomènes d’endommagement qui peuvent causer de graves conséquences sur les 
corps en contact. Ainsi, une bonne compréhension du contact roue-rail roulant et une bonne 
estimation des forces au contact est la clé pour la réalisation des simulations réalistes de la 
dynamique du véhicule et pour l’analyse des différents mécanismes d’endommagement. 
Dans les codes multi-corps de dynamique ferroviaire, il est important de disposer d’un modèle 
de contact simple qui permet de déterminer le plus rapidement possible les forces au contact. 
Pour cela, la solution analytique de Hertz et la théorie linéaire de Kalker avec une loi de 
saturation sont souvent utilisés par ces codes pour calculer respectivement la force normale et 
les forces tangentielles. Bien que les hypothèses simplificatrices de ces théories (surfaces 
lisses, élasticité linéaire…) rendent les simulations dynamiques plus rapides, elles ne 
permettent cependant pas de bien décrire les détails de la réalité du contact roue-rail. Ceci a 
été confirmé par l’écart observé entre les mesures expérimentales des courbes de saturation 
[1] et la théorie linéaire de Kalker. Deux effets ont principalement été observés sur ces 
courbes; une baisse de la pente initiale pour les faibles pseudoglissements, donc des 
coefficients de Kalker, et une baisse des forces tangentielles pour des pseudoglissements plus 
élevés, donc du coefficient de frottement. Le premier effet est principalement attribué à 
l’existence naturelle ou artificielle d’une couche de troisième corps séparant les surfaces de la 
roue et du rail. Le second est attribué à la dépendance du coefficient de frottement à la vitesse 
de glissement non décrite par la loi de Coulomb. 
Dans cette thèse, on s’intéresse aux paramètres conduisant à la baisse des coefficients de 
Kalker et à l’effet de cette baisse sur la dynamique du véhicule. L’objectif principal est de 
Introduction générale 
2 
 
développer un modèle numérique de contact roue-rail pour mieux décrire le contact roue-rail 
en prenant en compte la plasticité et la présence d’une couche de troisième corps.  
Le mémoire de thèse est proposé en quatre chapitres décrits comme suit. 
Le premier chapitre a pour objectif de positionner le cadre de ce travail de thèse pour identifier 
les paramètres responsables de la baisse des coefficients de Kalker.  Un aperçu général des 
connaissances nécessaires pour l’étude du contact roue-rail roulant est donné puis quelques 
théories de contact roulant sont présentées et leurs limites sont discutées. L’état de l’art sur les 
mesures des coefficients de Kalker sous différentes conditions opératoires a permis 
d’identifier les paramètres responsables de leurs réductions. Cette indentification servira à 
établir un cahier des charges du modèle numérique à développer dans la suite de l’étude. 
Dans le deuxième chapitre, nous avons développé une méthode itérative par éléments de 
frontière basée sur une approche directe par inversion de matrice (MIM) pour l’étude du 
contact normal, glissant et roulant. Cette méthode est ensuite appliquée avec succès au contact 
roue-rail roulant non-Hertzien. La comparaison de la MIM avec les solutions analytiques 
Hertziennes et les résultats du logiciel CONTACT1 de Kalker a montré un excellent accord, 
ce qui fait de cette méthode un parfait outil d’investigation de futurs sujets qui permettront de 
mieux décrire la réalité du contact roue-rail comme la plasticité ou l’existence d’une couche 
de troisième corps. 
Dans le troisième chapitre, nous présenterons un modèle de contact roue-rail roulant basé sur 
la méthode des éléments finis. Une fois ce modèle validé en élasticité par comparaison avec le 
logiciel CONTACT, le comportement élasto-plastique est considéré. La prise en compte de la 
plasticité des corps en contact permet d’une part d’avoir une meilleure prédiction pour l’étude 
des différents types d’endommagements (usure, RCF…) et d’autre part de voir l’effet d’un tel 
comportement sur les courbes de saturation. L’étude de ce dernier aspect a montré que la 
plasticité réduit la pente initiale des courbes de saturation et par conséquent les coefficients de 
Kalker.  
La baisse des coefficients de Kalker étant souvent attribuée à l’existence naturelle ou 
artificielle de couches de contaminants entre la roue et le rail, le modèle par éléments finis est 
étendu pour prendre en compte la présence d’une couche de troisième corps mince entre la 
roue et le rail dont les comportements élastique puis élasto-plastique sont étudiés. Des 
facteurs de réduction des coefficients de Kalker sont ensuite évalués à partir des résultats de 
ce modèle. 
Dans le quatrième chapitre, les résultats de notre modèle par éléments finis sont appliqués à la 
dynamique du véhicule ferroviaire à travers les coefficients de réduction calculés. En 
particulier, l’effet de la plasticité et de la présence d’une couche de troisième corps sur le 
risque de déraillement et sur la vitesse critique du véhicule est évalué.  
                                                            
1 Méthode par éléments de frontière implémentée par Kalker dans le logiciel de ce nom. 
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1.1. Problème du contact normal 
La résolution du problème du contact normal entre deux corps consiste à déterminer l’aire de 
contact formée ainsi que la pression dans cette aire. Plusieurs méthodes existent et permettent 
aujourd’hui une telle résolution comme la méthode par éléments de frontière basée sur la 
solution de Boussinesq, ou encore la méthode des éléments finis. Malgré l’évolution 
croissante des algorithmes de résolution qui ne cesse de réduire le coût de calcul, 
l’implémentation de ces méthodes numériques dans les codes de dynamique ferroviaire n’est 
toujours pas possible pour répondre aux besoins des ingénieurs, car leur temps de calcul reste 
très élevé en comparaison avec les méthodes analytiques dérivées de la théorie Hertzienne. 
Cette section est consacrée à l’étude de la théorie de Hertz [2] ainsi qu’à son extension pour 
traiter des cas non-Hertziens appelée méthode semi-Hertzienne [3].  
1.1.1. Courbures et géométrie des corps en contact 
Quelques quantités liées à la géométrie des corps en contact doivent être définies avant de 
présenter les méthodes de résolution du problème normal. Soit  S1 et S2 deux corps qui se 
touchent en un premier point de contact � de coordonnés (0,0,0) dans le repère cartésien 
(�; �, �, �), avec l’axe � pointé dans la direction normale au plan tangentiel aux deux surfaces 
comme indiqué sur la Figure 1. 1(a).  
 
Figure 1. 1 : (a) Point de contact et coordonnés du système (b) Géométrie de contact 
Les profils des surfaces de contact des deux corps S1 et S2 sont respectivement notés par �1(�,�) et �2(�,�). La pénétration ou le rapprochement subi par les deux corps loin de la 
zone de contact après l’application d’un chargement normal, noté �, est représenté sur la 
Figure 1. 1(b). La distance indéformée ou séparation verticale entre les surfaces des corps S1 
et S2 est donnée par : 
 �(�, �) = �1(�, �) − �2(�,�) (1) 
L’addition des déformations normales des deux corps en surface ��1 et ��2 donne la 
déformation normale surfacique �� telle que :  
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 ��(�,�) = ��1(�, �) − ��2(�,�) (2) 
La distance indéformée �� est donc donnée en fonction des quantités précédentes par : 
 
��(�, �) = ��(�, �) + �(�,�) − � (3) 
En appliquant le principe de complémentarité entre la zone de contact � et la zone extérieure �, le problème du contact normal peut être exprimé en fonction de la distance indéformée �� 
et la pression de contact �� de la manière suivante : ∀ (�,�) ∈ � ∀ (�,�) ∈ � ��(�, �) = 0, ��(�, �) > 0 ��(�, �) > 0, ��(�,�) = 0 (4) 
1.1.2. Théorie de Hertz 
Le problème du contact normal entre deux corps élastiques a été étudié en 1882 par Heinrich 
Hertz [2]. Sa solution permet de déterminer les dimensions de l’aire de contact ainsi que la 
distribution de la pression. Cependant, pour que cette théorie soit applicable, certaines 
hypothèses doivent être considérées : 
- Les corps en contact sont élastiques, homogènes et isotropes 
- Chaque solide peut être considéré comme un demi-espace élastique. Ceci implique 
que les dimensions du contact sont petites devant les dimensions et rayons de courbure 
au voisinage du contact 
- Les surfaces sont continus et de seconds degrés. En d’autres termes, les courbures des 
deux corps sont constantes 
 
Figure 1. 2 : (a) Rayons de courbure des corps en contact (b) Aire de contact et distribution 
de la pression selon la solution de Hertz 
Dans ce cas, la séparation entre les surfaces des deux corps peut s’écrire comme suit : 
 �(�,�) = ��2 + ��2 
 
(5) 
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� et � représentent les courbures relatives respectivement dans la direction longitudinale et 
transversale et sont données par : 
 � = 1
2��1 + 12��2 (6) 
 
� = 1
2��1 + 12��2 
 
(7) 
Avec ��1 et ��2 les rayons des deux corps suivant � et ��1 et ��2 les rayons des deux corps 
suivant � comme indiqués sur la Figure 1. 2(a). 
Si les hypothèses de Hertz sont respectées, la surface de contact est une ellipse de semi-axes � 
et � et la répartition de pression le long de cette surface est définie par un ellipsoïde comme 
représenté sur la Figure 1. 2(b). Les grandeurs caractéristiques de l’aire de contact, le 
rapprochement loin de la zone de contact et la pression de contact sont donnés dans le cas où 
les deux corps sont quasi-identiques par : 
 
 � = ��3
2
�� 1 − �2� 1� + ��13 (8) 
 � = � �3
2
�� 1 − �2� 1� + ��13 (9) 
 � =  � ��3
2
�� 1 − �2� �2 (� + �)�13 (10) 
 ��(�,�) = ������1 − ����2 − ����2    
 
(11) 
Avec � le module d’Young, � le coefficient de Poisson et ����� la pression de contact 
maximale est donnée par : 
 ����� = 3��2���    (12) �, � et � sont les paramètres de Hertz tabulés dans l’annexe A.1 en fonction de l’angle � 
donné par : 
 cos� = |� − �|� + �     (13) 
La théorie de Hertz est utilisée dans plusieurs applications dont celle du ferroviaire. Dans le 
cadre de cette application, les hypothèses de Hertz sont remplies à l'échelle qui intéresse la 
dynamique de l'essieu. Si le contact se produit sur la table de roulement, la courbure �2 du rail 
suivant la direction du roulement � peut être considérée comme nulle et les courbures de la 
roue et du rail dans les autres directions (voir Figure 1. 3) sont données par : 
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Roue : �1 = 1�0���� (14) 
 �1 = 1�� (15) 
Rail : �2 = 1�� (16) 
 
Avec : �0 le rayon du roulement, � la conicité de la roue, �� et �� les rayons de courbures 
respectivement de la roue et du rail suivant la direction �. 
 
Figure 1. 3 : Les courbures dans le cas du contact roue-rail [4] 
Cependant, dû à la charge élevée du train, la roue et le rail subissent en général une 
plastification initiale qui conduit à une baisse des pressions de contact et à une forme de la 
zone de contact qui n’est plus décrite par une ellipse [5, 6]. La théorie de Hertz n’étant pas 
capable de décrire un tel comportement à cause de l’hypothèse d’élasticité des corps en 
contact, la méthode des éléments finis est adoptée comme alternative pour ce genre d’étude 
(voir la section 1.2.2.6). Cette méthode permet aussi de prendre en compte la vraie géométrie 
3D de la roue et du rail et de s’affranchir de l’hypothèse du demi-espace infini. 
Enfin, la dernière hypothèse de Hertz est violée dans plusieurs situations de contact roue-rail 
où les courbures varient au voisinage du contact. Dans ce cas, le contact est dit « non-
Hertzien » et la forme de la zone de contact n’est plus elliptique [7]. Dans la section suivante, 
la méthode semi-Hertzienne qui prend en compte la courbure dans une direction sera 
présentée comme un compromis rapide permettant de fournir aux codes de dynamique une 
répartition de pression plus réaliste que les simplifications à des contacts Hertziens 
équivalents ou multiples.  
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1.1.3. Méthode semi-Hertzienne 
La théorie de Hertz présentée dans la section précédente résout le problème du contact normal 
dans le cas où les corps en contact ont des courbures constantes au voisinage du contact, 
lorsque ces courbures varient, cette méthode n’est plus applicable et le contact est dit non-
Hertzien. Ayasse et Chollet ont développé une approche dite « semi-Hertzienne » [3] capable 
de traiter des cas non-Hertziens où la courbure peut varier dans la direction transversale. Ce 
modèle de contact est basé sur l’interpénétration virtuelle des deux corps en contact à l’état 
non déformé. Dans le cas du contact roue-rail, la méthode semi-Hertzienne permet de tenir 
compte de la variation de la courbure dans la direction transversale. 
 
Figure 1. 4 : Les paramètres du contact semi-Hertzien 
Sur la base de la méthode d’interpénétration, les semi axes �� et �� sont reliés à la translation 
normale ℎ0  par : 
 ℎ0 = ��2� = ��2�  (17) 
Ce qui donne : 
�1 = ���� = √� = �AB  qui est bien évidemment différent du rapport hertzien � = �� = βλγ vu 
que � tient compte de la déformation des deux corps en contact. 
Pour obtenir le bon rapport, il faut compenser la valeur locale de l’une ou des deux courbures � et �. Ayasse et Chollet ont étudié plusieurs méthodes de compensation en fonction de l’une 
ou des deux courbures compensées. Seule la compensation de la courbure � sera présentée 
dans ce qui suit : 
 ��� = ����2� = �2�  (18) 
Ce qui donne : 
 
��� = �2 (19) 
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On peut facilement vérifier que l’ellipse virtuelle a le même élancement que l’ellipse de 
Hertz : 
 
���� = √� = ���� = � = �� (20) 
Afin de superposer les deux ellipses, on impose aussi ℎ0 tel que : 
 ℎ0 = �2�� = �2� = �2��(1 + �)   (21) 
Les dimensions de l’ellipse de contact peuvent être calculées à partir de la relation (21). 
L’ellipse de contact est discrétisé en bandes parallèles �� comme indiqué sur la Figure 1. 4 et 
tous ces derniers paramètres sont définis sur chacune de ces bandes, ainsi, on a : 
 �� = �ℎ���  ���� ℎ� = ℎ� − � (22) 
Et la pression de contact est donnée par : 
 �(�,��) = 3��2����1 − ����2 − ���� �2    (23) 
1.2. Le problème du contact roulant 
1.2.1. Pseudoglissement et  vitesse de glissement 
Sur une voie considérée comme rigide, un essieu qui se déplace avec une vitesse d'avance �� 
suivant la direction � et une vitesse circonférentielle ωr présente deux principaux degrés de 
liberté comme on peut le voir sur la Figure 1. 5 : 
- Le déplacement transversal, ou décalage � 
-  L'angle de dérive α 
La notion de pseudoglissement, ou « creepage » en anglais, a été introduite pour la première 
fois en 1926 par Carter [8]. A cette époque, le pseudoglissement était considéré seulement 
dans la direction longitudinale et Carter l'a défini comme étant la variation de la distance 
roulée par une roue lors de la transmission d'une force longitudinale, divisée par la distance 
roulée pour le même nombre de tours sous un roulement pur. Cette définition a ensuite 
évolué, pour décrire le pseudoglissement en fonction des vitesses relatives entre les corps, il 
est donc défini comme étant le rapport des vitesses relatives entre corps rigides. 
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Figure 1. 5 : Degrés de liberté d'un essieu 
Suivant la direction considérée, on peut distinguer les trois pseudoglissements ��, �� et � 
respectivement longitudinal, transversal2 et de spin. Pour un essieu ferroviaire, le 
pseudoglissement longitudinal ξ� comprend principalement le terme (�� − �ωr)/�� de 
différence de vitesse relative. Il comprend aussi un terme dû à la différence du rayon de 
roulement effectif entre la roue gauche �� et la roue droite �� à cause de la conicité � des 
roues et un terme de vitesse longitudinale estimé par la vitesse de rotation de l'essieu �̇ 
multipliée par le demi-écartement de la voie. Le signe de ces deux derniers termes dépend de 
si on considère la roue droite ou gauche. On peut donc distinguer selon le côté droit ou 
gauche les deux composantes de pseudoglissement ��� et ��� suivantes: 
Pseudoglissement 
longitudinal : ��� = (�� − �ωr) + ωr��� − ��� + �̇�/2��  ��� = (�� − �ωr) −ωr��� − ��� − �̇�/2��  
 
(24) 
En pratique, le pseudoglissement longitudinal atteint ses valeurs élevées lors de l'accélération 
et du freinage du train. 
Le pseudoglissement transversal ou de dérive ξ� prend une valeur nominale élevée lors de la 
prise de courbe d’un essieu avant de bogie ferroviaire classique. Il apparait du fait que �� − �ωr a une composante suivant la direction � due à l'angle de dérive � (voir Figure 1. 5). 
De plus, l'essieu se déplace suivant � avec une vitesse �̇ éventuellement non nulle lors des 
phénomènes de lacet dynamique : 
                                                            
2 « lateral » en langue anglaise 
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Pseudoglissement 
transversal : 
�� = �̇�� − � (25) 
 
Figure 1. 6 : Composantes du pseudoglissement de spin 
Le pseudoglissement de spin � (terme anglophone pour pivotement) se compose de deux parties : 
La première composante, cinématique, est due à la vitesse relative de l'angle de dérive �̇/�� 
qui est constante peu importe le côté choisi. La seconde composante, géométrique, est une 
conséquence de la conicité γ de la roue qui conduit à une composante ωz suivant la normale �� à la surface de contact. Selon la position transversale de l’essieu, les conicités de la roue 
droite et gauche peuvent être différentes comme le montre la Figure 1. 6 conduisant aux 
pseudoglissements de spin �� et �� respectivement sur le côté droite et gauche : 
Pseudoglissement 
de spin : 
�� = �̇�� + sin ���  �� = �̇�� − sin ���  
 
(26) 
Tous les pseudoglissements sont à l’origine de l’usure du matériau au voisinage du contact. 
Les vitesses de glissement ��� et ��� entre deux corps rigides s’écrivent en fonction des 
pseudoglissements décrits dans la section précédente de la manière suivante : 
 ������ = �� − ������� = �� + �� (27) 
En pratique, la roue et le rail subissent une déformation élastique et un terme dû à cette 
déformation s’ajoute aux vitesses de glissements rigides précédents. Ce terme est donné dans 
le cas du roulement transitoire par : 
 ���� = ����� − �� �������� = ����� − �� �����  (28) 
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Dans le cas du roulement stationnaire, les dérivées partielles par rapport au temps 
�����  et �����   
sont nulles et les relations cinématiques s’écrivent : 
 ⎩⎪⎨
⎪⎧����� = �� − �� − ���������� = �� + �� − �����  (29) 
1.2.2. Théories du contact roulant 
Plusieurs théories permettant la résolution du problème de contact roulant existent dans la 
littérature. La théorie de Carter [8] développée en 1926 constitue la première solution du 
problème de contact roulant dans laquelle la notion du pseudoglissement a été introduite pour 
la première fois. La roue est approximée par un cylindre et le rail par un semi-espace infini. 
Cette solution est restreinte à un calcul bidimensionnel. L’extension de la théorie de Carter 
dans le cas tridimensionnel est réalisée par Johnson en 1958 pour un contact circulaire dans 
deux papiers séparés [9, 10] puis par Vermeulen et Johnson [11] pour un contact elliptique. 
Parmi ces théories on trouve aussi les nombreuses contributions de Kalker qui sont 
spécifiquement dédiées au contact roue-rail. Les travaux de Kalker sont jusqu’à nos jours 
largement utilisés dans le domaine ferroviaire. La théorie linéaire [12], qui permet d’avoir 
directement les forces tangentielles au contact, est implémentée dans la plupart des codes de 
dynamique ferroviaire. La théorie complète ou exacte [13] présentée à travers le logiciel 
CONTACT est utilisée par de nombreuses personnes comme une solution élastique de 
référence pour valider ou comparer le résultat avec celui donné par leurs différents modèles. 
Cependant, son coût de calcul élevé rend son implémentation dans un code de dynamique 
ferroviaire contraignant, et limitée à des études locales. D’autres théories intermédiaires 
existent comme la théorie simplifiée à travers l’algorithme FASTSIM [14] qui présente un 
coût de calcul faible avec une précision satisfaisante. 
Dans ce qui suit, les théories et modèles de contact roulant les plus marquants seront 
présentées. L’approche par éléments finis est également introduite et les différents modèles de 
contact roue-rail roulant développés avec cette méthode sont discutés. 
1.2.2.1. Théorie de Carter 
L’étude du contact roulant a commencé avec les travaux de Carter publiés en 1926 [8]. Dans 
sa théorie, Carter résout le contact roulant en deux dimensions en approximant la roue à un 
cylindre et le rail à un demi-espace infini. Le contact étant bidimensionnel, seul le 
pseudoglissement longitudinal �� est considéré (�� = � = 0). En cherchant à trouver une 
relation entre ce pseudoglissement et la force tangentielle au contact lors de l’accélération et 
le freinage des trains ferroviaires, il suggère que la zone de contact est divisée en zone 
d’adhérence qui se situe au bord d’attaque et une zone de glissement qui se situe au bord de 
fuite comme représenté sur la Figure 1. 7.  
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Figure 1. 7 : Contrainte de cisaillement selon la théorie de Carter 
En notons par � le coefficient de frottement, la contrainte de cisaillement dans la zone 
d’adhérence est donnée par : 
 �� = ��′ + ��′′ (30) 
Avec 
−� ≤ � ≤ � ��′ = �pn = ���0�1 − ����2 (31) 
 −� − 2� ≤ � ≤ � ��′′ = −�(� − �)� ��0�1− �� − (� − �)� �2 (32) 
La contrainte de cisaillement dans la zone de glissement est donnée suivant la loi de Coulomb 
par : 
 �� = µpn (33) 
La direction de �� doit s’opposer au glissement dans la direction longitudinale �� comme suit :  
 
��
|��| = − ��|��| (34) 
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La loi qui relie la force tangentielle longitudinale au contact �� au pseudoglissement �� est 
donnée par Carter sous la forme normalisée suivante : 
 
����� = ⎩⎪⎨
⎪⎧−4���� �� + 4 ������2 ��|��|      ��         4���� |��| ≤ 2
                     − ��
|��|                        ��         4���� |��| ≥ 2 (35) 
Avec �� le rayon de la roue. 
Carter n’a pas abordé la question du pseudoglissement de dérive, comme a pu le faire Rocard 
[15] dans ses études théoriques du lacet dynamique des locomotives, mais il a été le premier à 
proposer une zone de glissement dans le contact.  
1.2.2.2. Théorie de Vermeulen et Johnson 
Johnson [9] a étendu en 1958 la théorie de Carter au cas tridimensionnel en prenant en compte 
d’abord seulement les pseudoglissements longitudinal et transversal (sans le spin). Son 
modèle découle de l’étude des forces tangentielles au contact d’une bille en roulement sur un 
plan. La forme de la zone de contact est, selon la théorie de Hertz, circulaire. Durant la même 
année, il publie un deuxième papier [10] dans lequel l’effet du spin est considéré. Il découvre 
que le spin a un effet sur la force transversale et présente une relation entre ces deux 
grandeurs. 
 
Figure 1. 8 : Zones d’adhérence/glissement selon la théorie de Vermeulen et Johnson 
Quelques années plus tard, Vermeulen et Johnson [11] ont généralisé cette théorie pour 
décrire les forces tangentielles au contact dans le cas d’une empreinte de contact de forme 
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elliptique. La zone d'adhérence est représentée par une ellipse dont l’élancement �’/�’ est égal 
à celui de l'ellipse de contact �/�. Elle est localisée sur le bord d’attaque comme le montre la 
Figure 1. 8 et a la même orientation que la zone de contact avec laquelle elle est connectée en 
un point sur l’axe �. Cette théorie présente une erreur pour la répartition 
d’adhérence/glissement aux points de la zone de contact au voisinage du bord d'attaque (en 
couleur bleu sur la Figure 1. 8) car la loi de frottement n’est pas satisfaite dans cette zone, 
néanmoins elle peut être considérée comme une bonne approximation pour les zones de 
contact. 
Les deux auteurs ont ensuite donné une relation entre les pseudoglissements longitudinal et 
transversal �� et �� et la force tangentielle au contact sous forme d’une loi polynomiale. Pour 
valider leur approche, Vermeulen et Johnson ont réalisé des essais expérimentaux et ont 
comparé le résultat avec la solution donnée par leur modèle. Cette comparaison est reportée 
sur la Figure 1. 9. 
 
Figure 1. 9 : Comparaison entre le modèle de Vermeulen et Johnson et les essais 
expérimentaux [11] 
1.2.2.3. Théorie linéaire de Kalker 
Tandis que Johnson et Vermeulen ont concentré leurs efforts sur l’extension dans le cas 3D de 
la théorie de Carter. De Pater et Kalker ont suivi une approche différente qui reste basée sur 
cette même théorie [16]. En négligeant le terme quadratique dans la relation (35) de Carter 
pour 
4���� |��| ≤ 2, ils ont pu obtenir la relation linéaire suivante entre la force tangentielle au 
contact et le pseudoglissement �� : 
 
����� = − 4���� ��        ��         4���� |��| ≤ 2 (36) 
De Pater admet cependant que la relation précédente n’est valable qu’en absence de 
glissement sur toute la zone de contact, c’est-à-dire pour �� très faible. Kalker a suivi cette 
démarche durant ses travaux de thèse qu’il a présentée en 1967 [12]. Il a proposé une 
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généralisation de la relation linéaire (35) dans le cas où les pseudoglissements sont très faibles 
ou lorsque le coefficient de frottement tend vers l’infini. Dans ces conditions, le glissement 
disparait et l’empreinte de contact est couverte par la zone d’adhérence. Les relations 
cinématiques (29) deviennent : 
 ������ = �� − ������� = �� + �� (37) 
En intégrant les relations (37) sur toute la zone de contact et en considérant les relations de 
comportement (voir le chapitre 2), on obtient un système d’équations dont la résolution 
permet de déterminer les contraintes de cisaillement au contact �� et �� et par conséquent la 
relation entre les forces tangentielles au contact et les pseudoglissements. Selon la théorie 
linéaire de Kalker, cette relation s'exprime en fonction des coefficients ���  de Kalker tabulés 
en fonction de l'élancement �/� ou �/� de l'ellipse de contact et en fonction du coefficient de 
Poisson � (voir Annexe A.2). Les forces et moment de spin au contact sont donc données par : 
 �� = −����11�� (38) 
 �� = −����22�� − �(��)32�23� (39) 
 �� = �(��)32�23� − �(��)2�33� (40) 
 
Ayasse et Chollet [4] ont montré qu'il est préférable d'exprimer les ���  directement à partir du 
rapport de courbure �/� afin de s'affranchir de la notion d'ellipse, pour pouvoir traiter les cas 
dits non-Hertziens.  
La comparaison entre la courbe de saturation donnée par la théorie de Carter et celle donnée 
par la théorie linéaire de Kalker dans la direction longitudinale est reportée sur la Figure 1. 10. 
 
Figure 1. 10 : Courbe de saturation dans la direction longitudinale avec la théorie de Carter et 
la théorie linéaire de Kalker [16] 
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La théorie linéaire de Kalker est implémentée dans la plupart des codes de dynamique 
ferroviaire pour calculer les forces tangentielles au contact dans les différentes directions, 
cependant, étant limitée aux valeurs faibles de pseudoglissement, cette théorie doit être 
complétée avec une loi de saturation afin de pouvoir couvrir lors des simulations dynamiques 
toutes les valeurs possibles de pseudoglissement qui n’est pas toujours proche de zéro (en 
accélération ou en freinage par exemple). Quand les pseudoglissements deviennent 
importants, une zone de glissement commence à se développer dans la surface de contact et la 
théorie linéaire n’est plus valide. Dans ces conditions, d'autres théories sont utilisées comme 
la théorie simplifiée ou la théorie complète de Kalker qu’on va présenter dans les sections 
suivantes. 
1.2.2.4. Théorie simplifiée de Kalker : FASTSIM 
Dans sa théorie simplifiée [17] publiée en 1973, Kalker modélise la roue et le rail par un tapis 
de ressorts en supposant que les déplacements élastiques au contact sont proportionnels aux 
efforts tangentiels. La relation entre ces deux grandeurs est donnée par : 
 ��� = ������ = ���� (41) 
Avec �� et �� des flexibilités qui dépendent de la géométrie des corps en contact et sont 
identifiées à partir de la théorie linéaire de Kalker où la zone d'adhérence couvre toute la zone 
du contact. En introduisant les relations (41) dans la relation cinématique (29) dans le cas 
stationnaire, on obtient : 
 ⎩⎪⎨
⎪⎧ ������ = ���� − ���� − ����������� = ���� − ���� − �����  (42) 
Selon la théorie linéaire, les corps sont en contact adhérence et �� = �� = 0. En intégration 
la relation (42) sous ces conditions, les contraintes de cisaillement peuvent être déterminées et 
et les forces tangentielles sont calculées de la manière suivante : 
 ⎩⎪⎨
⎪⎧ �� = � � �������−���−�� = − 8�2���3���� = � � �������−���−�� = −8�2���3�� − ��3��4��  (43) 
Avec ��(�) = ��1 − ����2 le semi-axe d’une bande de contact d’abscisse �. a et b sont les 
semi-axes de l’ellipse de contact pour un cas Hertzien (voir Figure 1. 11). 
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En comparant les expressions des forces �� et �� obtenues par les relations (43) avec celles 
obtenues par la théorie linéaire (38) et (39), on définit par identification les flexibilités �1, �2 
et �3 pour chacune des valeurs de pseudoglissement qui sont données par : 
 
�1 = 8�3�11� �2 = 8�3�22� �3 = ��2
4�√���23 
(44) 
Finalement, le système final à résoudre est donné par : 
 ⎩⎪⎨
⎪⎧����� = ���1 − ���3 − ���������� = ���2 − ���3 − �����  (45) � est la flexibilité moyenne donnée par : 
 � = ���1 + ���2 + √����3���2 + ��2 + ���2  (46) 
Cette approche est implémentée dans l'algorithme développé par Kalker connu sous le nom de 
FASTSIM [14]. Cet algorithme résout à partir du système (45) le problème du contact roulant 
entre deux solides quasi-identiques pour différents types de pseudoglissements (en présence 
de spin). L'idée principale de FASTSIM est de diviser la zone de contact en plusieurs bandes 
parallèles à l'axe � comme représenté sur la Figure 1. 11. Chaque bande est encore divisée en 
plusieurs éléments. Les contraintes de cisaillement, supposées constantes dans chacun de ces 
éléments, sont calculées à partir de (45) en considérant un contact collant entre les corps. La 
loi de Coulomb est ensuite vérifiée, c’est-à-dire que si le module des contraintes de 
cisaillement �� = ���2 + ��2 est inférieur ou égal à ���, le contact est collant. Si �� est 
supérieur à ���, la condition �� =  ��� est imposée et le contact devient glissant. 
 
Figure 1. 11 : Discrétisation de la surface de contact avec FASTSIM 
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Kalker et d’autres développeurs qui ont étudié les possibilités de cet algorithme ont estimés 
l’erreur de FASTSIM par rapport à CONTACT à au pire 10% dans le cas d’un 
pseudoglissement pur et dans le pire des cas à 20% dans le cas d’une combinaison de 
différents pseudoglissements [13]. Cependant, la solution de FASTSIM est 1000 fois plus 
rapide que CONTACT. 
1.2.2.5. Théorie complète de Kalker : le logiciel CONTACT 
Dans son livre [13] Kalker présente une généralisation du principe des travaux virtuels pour la 
résolution du problème du contact. La démarche proposée a conduit à la théorie complète ou 
exacte qui permet de résoudre d'une façon exacte le problème du contact. Cette théorie est 
basée sur une formulation variationnelle du problème de contact introduite par Fichera [18] 
puis par Duvaut et Lions [19]. En utilisant le principe des travaux virtuels, Fichera a montré 
en 1964 l’existence et l’unicité du problème du contact normal sans frottement, puis, Duvaut 
et Lions ont établis en 1972, en utilisant la même démarche, l’existence et l’unicité du 
problème tangent. 
La résolution du problème de contact avec l’approche variationnelle est basée sur deux 
inégalités dont l’une dérive du principe des travaux virtuels et l’autre de son dual, le principe 
des travaux virtuels complémentaires [20, 21]. En introduisant dans ces inégalités les lois 
d’élasticité de la mécanique des milieux continus, on obtient respectivement l’énergie 
potentielle et l’énergie complémentaire du système. Enfin, en ramenant le problème en 
surface et en satisfaisant les conditions aux limites définies par la loi de Coulomb et le 
principe de complémentarité, le problème du contact (normal et tangent) peut être exprimé 
sous forme de minimisation de l’énergie potentielle � du système ou de maximisation du 
l’énergie complémentaire � du système. Ce dernier peut s’écrire pour une aire de contact 
potentielle �� sous la forme suivante : 
 �����,� = − � �� + 12��� ������ + � ��� + 12�� − ��′� ������  (47) 
Avec : � = �,� �� : glissement rigide dans la direction �  
On peut distinguer dans la relation (47) deux intégrales, la première décrit le problème du 
contact normal et la deuxième décrit le problème du contact tangent. La relation entre les 
efforts au contact et les déplacements n’est plus linéaire comme avec FASTSIM mais est 
définie par l’intégrale de surface suivante : 
 ��(�) = � ���(�, �)��(�)���  (48) 
Avec : �,� = �,�, �  
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���(�,�) est la fonction d’influence, elle représente le déplacement en � dû à une charge 
appliquée en �. Elle peut être calculée explicitement dans le cas de l’approximation du demi-
espace infini à partir de la solution de Boussinesq-Cerruti.  
Les corps en contact sont donc des demi-espaces infinis, cependant, le contact n'est pas 
forcément Hertzien et la théorie complète permet de traiter le contact non-Hertzien où la 
surface de contact n'est plus décrite par une ellipse. La zone potentielle de contact est alors 
divisée en mailles élémentaires rectangulaires au sein desquelles les forces normales et 
tangentielles sont résolues par un schéma itératif basé sur l’approche énergétique décrite 
précédemment. Le problème du contact normal est résolu à travers l’algorithme NORM [13] 
en utilisant les relations (47) et (48). La solution de ce problème (empreinte de contact et 
distribution de pression) est utilisée pour résoudre ensuite le problème du contact tangentiel et 
déterminer les efforts tangentiels au contact en utilisant cette fois l’algorithme TANG. 
La théorie complète de Kalker est implémentée dans le fameux logiciel CONTACT. Bien 
qu’il assure une meilleure précision que les théories simplifiées, le coût de calcul élevé de 
CONTACT rend son utilisation avec un code de dynamique ferroviaire peu souhaitable quand 
les simulations ne nécessitent pas une haute précision au contact. Il est cependant considéré 
comme l’outil de référence pour la validation des différents modèles de contact [16]. 
1.2.2.6. La méthode des éléments finis 
La résolution du problème de contact roue-rail roulant avec la méthode des éléments finis a 
plusieurs avantages par rapport aux théories de Kalker et à la théorie complète décrite dans la 
section précédente. D’abord, cette méthode permet de s’affranchir de l’hypothèse des demi-
espaces infinis, et la vraie géométrie 3D des corps en contact peut être modélisée. De plus, la 
méthode des éléments finis rend possible l’introduction de différentes lois de comportement 
non linéaires pour les corps en contact. En particulier, le comportement plastique de la roue et 
du rail durant le roulement peut être pris en compte. D’autre part, afin de mieux décrire la 
réalité physique du contact frottant, les différents codes par éléments finis proposent en 
général des lois de frottement où il est possible de considérer la dépendance du coefficient de 
frottement à la vitesse de glissement [22]. 
Plusieurs modèles par éléments finis de contact roue-rail qui traitent le problème du contact 
normal existent dans la littérature. Wiest [23] a étudié les pressions de contact lors du passage 
d’une roue par un système d’aiguillage. En comparant la solution par éléments finis à celle 
donnée par Hertz et CONTACT, il a trouvé un bon accord entre les différentes méthodes en 
élasticité. Lorsque le comportement plastique est pris en compte, la pression de contact 
maximale présente une baisse allant jusqu’à 42 % par rapport à la solution élastique. Cette 
solution confirme les résultats de Yan et Fischer [24] qui avait déjà trouvé des conclusions 
très proches pour une étude réalisée sur un couple composé d’une roue UIC-ORE standard en 
roulement avec un rail UIC60 standard.  
Bijak [25] a développé un modèle de contact roue-rail simplifiée pour étudier les contraintes 
résiduelles dues à la déformation plastique qui sont d’une grande importance pour l’étude de 
la limite de fatigue et à l’initiation d’une fissure. Il a trouvé qu’une opération d’accélération 
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induit des contraintes de traction dans la direction longitudinale sur la zone avant de l’aire de 
contact qui augmentent les contraintes équivalentes. L’opération de freinage conduit au 
contraire à des contraintes de compression sur cette même zone. 
Sladkowski [26] a étudié l’interaction entre la roue et le rail pour plusieurs profils différents. 
En analysant la distribution des contraintes et les zones de contact, il a pu développer de 
nouvelles conceptions des profils du rail. 
Un modèle élastique 3D plus récent, basé sur un schéma d’intégration explicite, est développé 
par Zhao [27] pour étudier le problème du contact roue-rail normal et tangent. L’utilisation de 
ce schéma rend le modèle intrinsèquement adapté à l’analyse transitoire des phénomènes 
dynamiques hauts fréquences. La solution est en bon accord avec celle donnée par le logiciel 
CONTACT. Bien que l’étude du contact roue-rail roulant avec la méthode des éléments finis 
ait commencé depuis les années 80 [28], ils n’y a toujours pas suffisamment de modèles 
complets qui permettent de résoudre le problème du contact roulant en élasto-plasticité et de 
traiter sous ces conditions les différents aspects du contact tangent. Dans le but d’identifier 
l’origine potentielle du phénomène d’usure ondulatoire, Saulot et Baillet [29] ont mis en 
évidence les différents régimes d’instabilités à travers un modèle numérique 2D de contact 
roue-rail. Les conséquences de ces instabilités sur les déformations plastiques équivalentes et 
l’accroissement de la température dans le rail sont évaluées. Zhao [6, 30] a étendu son modèle 
élastique [27] pour étudier l’effet du comportement plastique sur les efforts au contact. Son 
modèle peut aider à mieux comprendre nombreux phénomènes de dégradation du rail tel que 
l’usure ondulatoire, le « Head-Check » ou encore le « squat ».  
1.3. Courbe de saturation 
La Figure 1. 12 montre la relation entre la force tangentielle au contact et le pseudoglissement 
qu’on peut également appeler « courbe de saturation ». Si on considère la direction 
longitudinale, aucune force tangentielle n’est transmise quand le pseudoglissement est égal à 
zéro. La roue et le rail sont en contact adhérent et la zone d’adhérence couvre la totalité de 
l’empreinte de contact. On dit que la roue est en roulement libre. En réalité, le 
pseudoglissement dans la direction longitudinale n’est jamais égal à zéro car les deux corps en 
contact se déforment. Un glissement se produit donc à l’arrière de la zone de contact  et on 
peut généralement distinguer sur l’aire de contact deux zones : une zone d'adhérence qui 
coïncide avec le bord d'attaque et une zone de glissement qui coïncide avec le bord de fuite de 
la surface de contact et où les efforts tangentiels respectent la condition de saturation de la loi 
de Coulomb. Plusieurs représentations de ces zones existent dans la littérature comme par 
exemple celle de Vermeulen et Johnson déjà présentée dans la section 1.2.2.2. qui ont 
représenté la zone d'adhérence par une ellipse similaire à l'ellipse de contact et orienté dans la 
même direction. La meilleure répartition, représentée sur la Figure 1. 12, est due aux travaux 
de Haines et Ollerton [31] qui ont vu la zone d'adhérence comme une région en forme de 
citron en bordure sur le bord d'attaque de la zone de contact elliptique. Leurs travaux 
expérimentaux sur du matériau photoélastique réalisés en 1963 montrent un bon accord avec 
leur prédiction. Lorsque le pseudoglissement augmente, la zone d’adhérence diminue 
davantage et la zone de glissement augmente jusqu’à ce que le contact entre les deux corps 
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soit en glissement pur. La force tangentielle sature alors et atteint la limite ��� selon la loi de 
Coulomb. 
 
Figure 1. 12 : Courbe de saturation et évolution de la répartition adhérence/glissement 
1.3.1. Modèles décrivant la relation force tangentielle/pseudoglissement (loi 
de saturation) 
La nécessité d’avoir dans les codes multi-corps de dynamique ferroviaire un module de 
résolution du contact roue-rail à la fois rapide et précis a poussé plusieurs auteurs à 
développer des modèles capable d’évaluer le problème du contact à chaque pas de temps (de 
l’ordre de la milliseconde au maximum) durant une simulation dynamique d’un véhicule 
complet, où plusieurs interactions roue-rail se produisent. Le coût de calcul élevé de 
l’approche complète de Kalker ou encore de la méthode des éléments finis rend impossible 
l’utilisation de ces méthodes dans les codes de dynamique ferroviaire malgré l’excellente 
précision qu’elles peuvent offrir. Les dynamiciens préfèrent donc se baser pour leurs calculs 
sur des solutions analytiques du problème de contact simplifié vu le temps de calcul très 
rapide qu’elles donnent. 
Dans les codes multi-corps de dynamique ferroviaire, le module de résolution du problème de 
contact se divise généralement en deux sous modules ; le premier résout le problème normal 
en utilisant la solution analytique de Hertz qui donne une ou plusieurs empreintes de contact 
elliptique de semi-axes � et �. Certains codes comme VOCO utilisent la théorie semi-
Hertzienne qui permet de tenir compte du contact non-Hertzien dans une direction. 
L’empreinte du contact n’est donc plus elliptique dans ce cas. Le deuxième module résout le 
problème du contact tangentiel à partir de la théorie linéaire présentée dans la section 1.2.2.3. 
Cependant, il est rare que la théorie linéaire soit utilisée seule car elle n’est valide que pour 
des valeurs de pseudoglissement très faibles. Ainsi, les forces tangentielles données par les 
relations (38) et (39) sont généralement complétées par une loi de saturation afin de satisfaire 
la limite ��� donnée par la loi de Coulomb. Plusieurs lois analytiques ou expérimentales 
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issues d’essais existent dans la littérature. Dans le paragraphe suivant, nous allons présenter 
les lois de saturation les plus répandues dans les codes de calcul en dynamique ferroviaire 
Loi de saturation linéaire  
La méthode la plus simple consiste à saturer les forces tangentielles données par la théorie 
linéaire avec la loi linéaire suivante : 
 �� = ����2 + ��2              �� ≤ 1���                          �� ≥ 1 (49) 
Avec �� = ���̅2 + ��̅2 ; ���  et ����� sont donnés par : 
 
��� = −�11��������  ����� = −�22����� − �23�√��3����  (50) 
 
Figure 1. 13 : Loi de saturation linéaire avec la théorie linéaire et comparaison avec 
CONTACT pour un pseudoglissement longitudinal pur [32] 
Une représentation de cette saturation linéaire est reportée sur la Figure 1. 13 pour un cas de 
pseudoglissement longitudinal pur. La comparaison avec CONTACT montre un faible accord 
dans la zone de transition non-linéaire des faibles valeurs de pseudoglissements aux valeurs 
des pseudoglissements élevés. 
Loi de saturation polynômiale de Vermeulen et Johnson 
D’autres lois plus continues que la loi de saturation linéaire peuvent être utilisées. Les travaux 
de Vermeulen et Johnson présentés dans la section 1.2.2.2 [11] les ont conduit à proposer la 
loi de saturation cubique suivante : 
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 �� = ��1 − �1 − ��3�3����        �� ≤ 1���                                        �� ≥ 1 (51) 
Dans l’expression de ��, le pseudoglissement de spin est négligé (� = 0). 
La Figure 1. 9 montre une comparaison entre les essais expérimentaux et la loi de saturation 
(51). La partie linéaire de la courbe n’est pas décrite par la théorie linéaire de Kalker mais 
plutôt avec une estimation faite par Vermeulen et Johnson sur les coefficients ���. 
 
Figure 1. 14 : Loi de saturation cubique de SHE avec la théorie linéaire et comparaison avec 
CONTACT pour un pseudoglissement longitudinal pur [32] 
Loi de saturation cubique de Shen-Hendrick-Elkins (SHE) 
La loi de SHE [33] propose une amélioration à la loi de saturation de Vermeulen et Johnson 
(51) en considérant d’abord que les forces tangentielles sont directement données par la 
théorie linéaire de Kalker et les coefficients ��� classiques puis en prenant en compte dans 
l’expression de �� le pseudoglissement de spin �. ���  et ����� sont donc donnés par leurs 
expressions (50). Le résultat de la saturation par SHE est représenté sur la Figure 1. 14 pour 
un pseudoglissement longitudinal pur. 
La saturation avec SHE n’est valide que pour un pseudoglissement de spin faible [16]. Cette 
loi n’est donc pas capable de traiter certaines situations classiques comme le contact au 
boudin où le pseudoglissement de spin devient important. 
Loi de saturation exponentielle : CHOPAYA 
CHOPAYA [34] est une loi de saturation exponentielle établie à partir d’essais expérimentaux 
sous la forme suivante : 
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����� = 1 − �−�� (52) 
Le logiciel de dynamique ferroviaire VOCO [35] utilise cette loi pour saturer les forces 
tangentielles calculées à partir de la théorie linéaire. 
1.3.2. Paramètres influençant les courbes de saturation 
Depuis la première théorie de contact roulant introduite par Carter [8] en 1926, plusieurs 
équipes ont tenté de mesurer la force tangentielle au contact en fonction du pseudoglissement 
(courbe de saturation). Les essais expérimentaux menés sur bancs à différents échelles dans 
des conditions opératoires différentes ont permis de réaliser plusieurs mesures des coefficients 
de Kalker. Afin de pouvoir comparer les résultats de ces essais dont plusieurs paramètres 
peuvent varier tels que la charge normale, le coefficient de frottement, le module d’Young ou 
encore la géométrie des corps en contact, Hobbs [1] a représenté sous forme adimensionnelle 
les résultats des différents mesures à rail sec sur deux graphes séparés dans les deux directions 
longitudinale et transversale. Il a ensuite comparé le résultat obtenu avec la théorie linéaire de 
Kalker comme le montre la Figure 1. 15. On constate une forte dispersion par rapport à la 
théorie de Kalker surtout dans la direction longitudinale. Cette dispersion se traduit 
essentiellement par une baisse de la pente initiale des courbes de saturation par rapport à la 
théorie linéaire pour les faibles valeurs de pseudoglissement qui conduit à une baisse des 
coefficients ��� de Kalker.  
En effet, les mesures de la force longitudinale réalisées par Barwell et Woolacott montrent 
une baisse de la pente initiale d’environ deux fois par rapport à la théorie. Par conséquent, le 
coefficient de raideur �11 est environ égal à la moitié de ceux prévus par Kalker dans le 
tableau de l’annexe A.2.  
Bien que toutes les mesures collectées par Hobbs soient réalisées dans des conditions 
opératoires différentes, la raison de la baisse de la pente initiale par rapport à la théorie de 
Kalker est souvent attribuée à la contamination de la surface. On peut supposer que certains 
de ces auteurs n’ont pas soigneusement nettoyé les surfaces de la roue et du rail avant chaque 
essai. Par conséquent, les particules et couches de contaminant sont maintenues sur ces 
surfaces ce qui éloigne les conditions d’essai de l’hypothèse de corps lisses définie par Hertz 
et Kalker dans leurs théories. Les mesures de Johnson confirment cette suggestion car en 
nettoyant méticuleusement les corps en contact, Johnson a éliminé toute couche de 
contaminant présente en surface conduisant ainsi à un excellent accord avec la théorie de 
Kalker dans les deux directions longitudinale et transversale comme le montre la Figure 1. 15. 
Hobbs [1] puis Chollet dans sa thèse [36] ont aussi soigneusement nettoyé leurs surfaces 
avant chaque essai et ont aussi trouvé un bon accord avec la théorie de Kalker dans la 
direction transversale. 
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Figure 1. 15 : Comparaison des différents essais expérimentaux collectés par Hobbs avec la 
théorie linéaire de Kalker [1] 
En réalité, les conditions de circulation sont différentes de ceux dans un laboratoire. Il est 
pratiquement impossible de contrôler l’état de surface du rail sur des kilomètres de voies 
ferrées. Différents types de contaminants externes sont présents sur les rails et ont donc 
tendance à éloigner les valeurs mesurées de la force tangentielle de la théorie de Kalker. En 
plus des facteurs climatiques qui peuvent intervenir au contact roue-rail comme l’humidité, 
Pritchard [37] a présenté plusieurs types de contaminants qui peuvent coexister sur l’interface 
d’un rail et qui conduisent à la baisse de la pente initiale des courbes de saturation. L’huile 
lubrifiante ou la graisse, excessivement appliquée au boudin pour réduire l’usure des rails, 
atteint souvent la bande de roulement sur le haut du rail. Cependant, cette couche de lubrifiant 
disparait après le passage de quelques trains. Les débris solides provenant de la rouille du rail 
(détachement de particules oxydées) ou de son usure sont considérés comme un contaminant 
naturel souvent appelé « troisième corps » qui peut exister avec d’autres contaminants 
externes comme les feuilles mortes amenées par le vent sur le rail.  
Pour analyser l’effet de la lubrification sur les coefficients de Kalker, la plupart des 
expérimentateurs cités par Hobbs ont aussi conduits des essais sur banc avec rail humide ou 
lubrifié. En ajoutant de l’eau sur l’interface de contact entre la roue et le rail, Müller a 
constaté une baisse des coefficients de Kalker de 30 % pour une charge donnée par rapport à 
son résultat à rail sec représenté sur la Figure 1. 15. Cette baisse diminue plus que la moitié 
quand Müller a utilisé une charge 5 fois plus élevée. De même, les essais sur banc menés par 
Hobbs ont montré que sous l’effet d’une petite quantité de lubrifiant liquide, les coefficients 
de Kalker dans la direction transversale ont baissé de 50 % par rapport au résultat de la Figure 
1. 15. 
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Figure 1. 16 : Mesures en ligne du coefficient de Kalker dans la direction longitudinale sous 
des conditions sèches et humides [38] 
Cependant, certaines mesures en voie réelle réalisées à British Railways par Pearce et Roses 
[38] montrent que la lubrification et la contamination n’ont aucune influence sur les 
coefficients de Kalker. En effet, les essais menés par ces auteurs sur rails secs et mouillés 
pour mesurer le coefficient �11 dans la direction longitudinale sont tous les deux en bon 
accord avec les coefficients de Kalker comme le montre la Figure 1. 16. En contaminant un 
seul côté de la voie avec de l’acide oléique puis avec de l’eau, Pearce et Roses ont également 
trouvé un bon accord avec la théorie exacte de Kalker dans la direction transversale. Une 
deuxième série d’essais en ligne réalisée sur 4 jours (rail sec pendant 2 jours et mouillé 
pendant 2 jours) a montré que, contrairement aux résultats de Hobbs, les coefficients de 
Kalker mesurés sont en bon accord avec les coefficients théoriques dans la direction 
transversale comme le montre la Figure 1. 17. Néanmoins, on constate une baisse du 
coefficient de frottement pour des valeurs de pseudoglissement plus élevés.  
 
Figure 1. 17 : Mesures en ligne du coefficient de Kalker dans la direction transversale sous 
des conditions sèches et humides [38] 
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D’autres essais réalisés par les mêmes auteurs montrent une influence des lubrifiants liquides 
sur la dynamique du véhicule. Lorsque les rails sont mouillés, le phénomène de lacet 
(oscillation latérale du bogie à partir d’une vitesse critique) disparait pour certains types de 
bogie. Pearce et Roses suggèrent que ceci ne peut être dû qu’à une baisse des coefficients de 
Kalker malgré que leurs mesures réalisées dans des conditions similaires avec un dispositif 
expérimental différent n’aient montré aucun effet de la lubrification des rails sur ces 
coefficients. 
Nayak et son équipe [39] durant les années 70 ont étudié l’effet d’importants paramètres, en 
plus de la contamination en surface, sur les coefficients de Kalker et le coefficient de 
frottement tels que la rugosité, la vibration en surface et la vitesse de roulement. Ils ont trouvé 
que la rugosité n’influe pas sur les coefficients de Kalker pour des charges d’exploitation mais 
a un effet sur le coefficient de frottement. Les surfaces rugueuses ont généralement un 
coefficient de frottement plus élevé que les surfaces lisses. Les vibrations en surface affectent 
considérablement le coefficient de frottement et peuvent être la cause de la baisse de ce 
coefficient lorsque la vitesse de roulement augmente. Si aucun phénomène de résonance n’est 
excité durant le roulement, cette vitesse n’altère pas les coefficients de Kalker. 
Nayak et son équipe ont aussi testé l’influence de la contamination de la surface avec de l’eau 
et de l’huile et ont trouvé qu’elle réduit le coefficient du frottement ainsi que les coefficients 
de Kalker par un facteur compris entre 1/4 et 2/3. Ce résultat confirme donc les conclusions 
des travaux de Hobbs [1]. Nayak affirme que le taux de réduction de ces coefficients dépend 
de certains paramètres caractéristiques du l’huile comme sa viscosité, sa compressibilité et sa 
tendance à réagir avec les surfaces en acier.   
Ceci pourrait expliquer pourquoi Pearce et Roses n’ont pas pu observer durant leurs mesures 
un effet de la contamination sur les coefficients de Kalker. En effet, ces auteurs affirmaient 
avoir utilisé un contaminant (acide oléique) non représentatif de ce qui peut naturellement se 
former sur les rails dans la pratique. On peut suggérer que les caractéristiques de ce 
contaminant ne sont pas disposées à montrer un effet sur les mesures des coefficients de 
Kalker. 
Un autre important effet a été étudié par Ohyama [40] qui est l’effet de la pression maximale 
de Hertz à rugosité donnée. Ohyama a trouvé une baisse de la pente initiale de la courbe de 
saturation pour des pressions au-dessous de 400 MPa comme le montre la Figure 1. 18. Ces 
observations ont été confirmées par les mesures réalisées par Chollet [36], bien que plus 
récemment Meierhofer [41] ait montré que la baisse arrive avec l’augmentation de la pression 
Hertzienne et non pas l’inverse.  
L’effet de la pression de Hertz peut expliquer la dispersion des résultats aperçue sur les 
figures de Hobbs (Figure 1. 15) pour certains essais car en calculant cette pression dans la 
limite des données disponibles dans [1], on a trouvé des valeurs qui varient entre 150 MPa et 
1400 MPa. Il est donc clair que certains expérimentateurs n’ont pas pris soin de respecter 
cette pression de contact. 
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Figure 1. 18 : Effet de la pression maximale de Hertz sur la courbe de saturation [40] 
Enfin, les théories de Kalker étant limitées à l’élasticité linéaire, certains auteurs [37, 42] 
attribuent la dispersion entre les mesures des coefficients de Kalker et la théorie linéaire à la 
déformation plastique des corps en contact. 
Conclusion 
Dans ce chapitre nous avons présenté plusieurs théories de contact roulant dont la théorie 
linéaire qui exprime les forces tangentielles en fonction des coefficients de raideur de Kalker. 
Le désaccord constaté entre certaines mesures expérimentales et cette théorie, traduit par une 
baisse des coefficients de Kalker, a permis de mettre en évidence ses limites. En effet, cette 
théorie ne décrit pas fidèlement la réalité physique du contact roue-rail car d’une part elle 
suppose, comme toutes les autres théories de contact roulant, que les surfaces des deux corps 
en contact sont lisses et ne permet donc pas la prise en compte de nombreux paramètres tels 
que la rugosité ou l’existence naturelle ou artificielle d’une couche de contaminant sur 
l’interface du contact roue-rail. D’autre part, elle ne prend pas en compte la déformation 
plastique des corps en contact.  
Afin d’avoir un meilleur ajustement entre les mesures et la théorie, plusieurs auteurs ont 
appliqué dans leurs modèles de contact roulant des corrections qui permettent de tenir compte 
de la présence d’une troisième couche de contaminant à l’interface du contact roue-rail [41, 
43, 44]. Cependant, certains facteurs comme la plasticité restent à ce jours très peu étudiés 
tant sur le plan expérimental que théorique. Dans cette thèse, nous avons développé un 
modèle par éléments finis pour l’étude du contact roue-rail roulant en élasticité et en élasto-
plasticité, ce qui a permis d’une part d’avoir une meilleure compréhension des phénomènes 
locaux au contact et d’autre part d’évaluer l’effet de la plasticité sur les coefficients de Kalker. 
Ce modèle a ensuite été étendu pour tenir compte de la présence d’une troisième couche 
mince  et plastique sur l’interface du rail.  
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Introduction  
Dans le chapitre précédent, nous avons présenté un état de l’art de l’expérimentation et de la 
modélisation du contact roue-rail allant des théories simplifiées jusqu’à des formulations 
beaucoup plus complexes telles que la méthode des éléments finis. L’inconvénient de cette 
dernière est son coût de calcul très élevé en comparaison avec les autres méthodes. Basé sur 
l’approximation de l’espace semi-infini, la méthode des éléments de frontière est considérée 
comme une alternative à la méthode des éléments finis qui permet de résoudre le problème du 
contact avec un temps de calcul nettement moins élevé. 
Le parti pris de ce chapitre est de développer un outil numérique basé sur la méthode des 
éléments de frontière et sur les intégrales de Boussinesq-Cerruti, qui soit capable de résoudre 
le problème du contact roue-rail roulant dans des cas Hertzien et non-Hertzien. Pour y 
parvenir, nous proposons une généralisation de l’approche directe décrite par Johnson dans 
son livre [45] pour la résolution du problème normal. Cette méthode nommée Méthode 
d’Inversion de Matrice (MIM) est d’abord validée, dans le cas du contact normal et glissant, 
en comparant les résultats obtenus aux solutions analytiques. L’extension de la MIM au 
contact roulant est réalisée dans le cas stationnaire. La validation dans ce cas est faite, en 
comparant la solution obtenue avec une méthode basée sur une approche différente, 
l’approche variationnelle. Cette méthode qui découle de la théorie exacte de Kalker [13] a 
déjà été implémentée dans le code commercial CONTACT. Une application au contact roue-
rail non-Hertzien est aussi présentée dans ce chapitre. Enfin, le coût de calcul des algorithmes 
de résolution de la MIM est évalué en le comparant avec celui du logiciel CONTACT pour un 
même cas Hertzien. 
2.1. Méthode des éléments de frontière 
La méthode des éléments de frontière désignée par son acronyme anglais B.E.M : Boundary 
Element Method, est une technique numérique prometteuse qui permet, avec un temps de 
calcul acceptable, de résoudre divers problèmes dont le problème du contact. Cette méthode 
est très avantageuse quand le domaine d’étude est infini car le domaine à discrétiser concerne 
seulement la surface en frontière. En considérant par exemple un problème de contact entre 
deux corps élastiques, le maillage s’applique seulement sur la surface potentielle de contact 
contrairement à la méthode des éléments finis qui nécessite un maillage de la géométrie 3D 
des deux corps. Pour cette raison, la méthode des éléments de frontière est considérée comme 
une alternative à la méthode des éléments finis [46]. Il existe trois types formulations de la 
BEM : la formulation directe, indirecte et variationnelle. Cette dernière a le plus été appliqué 
au contact mécanique [13]. Cependant, cette application se limite aux corps homogènes et 
isotropes en élasticité linéaire qui peuvent être approximés à des espaces semi-infinis. 
2.1.1. Approximation de l’espace semi-infini  
Dans la pratique, l’aire de contact est petite devant les dimensions des corps élastiques et 
devant leurs rayons de courbure près du contact. Les géométries des corps en contact peuvent 
être alors localement assimilées à des massifs semi-infinis élastiques. Ceci est également vrai 
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pour l’application principalement visée dans cette thèse qui est l’application ferroviaire. Les 
corps en contact sont la roue et le rail et les rayons de courbure de ces deux corps sont 
suffisamment grands devant la zone de contact dont la taille est de l’ordre de quelques 
millimètres. 
Lorsqu’une pression est appliquée à une partie de la surface d’un solide élastique, en utilisant 
le principe de superposition en élasticité linéaire, les déplacements peuvent être calculés par 
l’intégrale suivante : 
 ��(�,�, �) = � ���(�,�; �, �; �)��(�, �)�����  (53) 
Avec � et � les indices des composantes �, � et �.  ���(�,�; �, �; �) est la fonction d’influence, elle représente le déplacement en un point �(�,�, �) d’un corps élastique dû à une charge � appliquée en S et dépend de la forme du 
corps. Un autre avantage très important de l’approximation de l’espace semi-infini est que, 
sous ces conditions, la fonction ���(�, �; �, �; �) peut être calculée explicitement en utilisant 
les équations de Boussinesq-Cerruti. Par la suite, les composantes de �� dans les différentes 
directions �, � et � seront notées respectivement par ��, �� et ��. 
L’approche classique qui permet de trouver les contraintes et les déplacements élastiques dus 
à la pression surfacique et aux efforts tangentiels en surface pour un espace semi-infini est 
attribuée à Boussinesq [47] et Cerruti [48]. 
2.1.2. Problème de Boussinesq-Cerruti  
La solution de Boussinesq-Cerruti permet d’avoir le champ de déplacement en un point 
quelconque M(�, �, �) d’un semi-espace infini qui est dû à un chargement appliqué à un point 
N(�, �) en surface d’une région S.  
 
Figure 2. 1 : Problème de Boussinesq-Cerruti 
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En appliquant la théorie des potentiels, Boussinesq [47] a résolu analytiquement en 1885 le 
problème du contact normal pour un semi-espace infini en reliant les déplacements ��, ��, �� 
en tout point M à la pression �� appliquée en surface (Figure 2. 1). Trois ans avant la solution 
Boussinesq, Cerruti [48] avait déjà donné les déplacements en tout point M qui sont dus à un 
chargement tangentiel �� ou ��. Les déplacements en un point quelconque de l’espace semi-
infini dus à une force normale concentrée pure �� ainsi qu’aux forces tangentielles �� et �� 
sont donnés dans l’annexe B.1. 
2.1.2.1. Fonction d’influence 
L’utilisation de l’approximation de l’espace semi-infini pour un matériau homogène et 
isotrope rend possible le calcul de la fonction d’influence ��� décrite dans l’équation (48). 
Pour d’autres géométries en contact, ce calcul devient coûteux et fastidieux [13]. Avec les 
récents progrès technologiques et l’augmentation constante de la puissance des machines de 
calcul, la méthode des éléments finis devient un moyen qui permet le calcul de cette fonction 
pour des géométries beaucoup plus compliquées qu’un espace semi-infini.  
Les fonctions ��� sont donc calculées explicitement et avec exactitude pour un espace semi-
infini à partir des relations de Boussinesq-Cerruti définies dans les sections précédentes. En 
suivant le choix du repère cartésien (�; �,�, �) défini sur la Figure 2. 1, ces fonctions sont 
données par les expressions analytiques dans l’annexe A.1. Pour l’étude du problème du 
contact normal et tangent, les fonctions ��� sont ramenées en surface en remplaçant � par 0. 
2.1.2.2. Relations de comportement  
Dans cette partie, on s’intéresse aux déplacements relatifs en surface, c’est-à-dire sur la 
frontière � = 0, entre deux corps semi-infinis 1 et 2 qui sont dus aux efforts surfaciques ��, �� 
et �� (voir Figure 2. 1). La solution est construite en suivant la procédure décrite par Johnson 
[45] en superposant la solution due à l’effort normal pure �� (�� ≠ 0 et �� = �� = 0) avec 
celle due à l’effort tangentiel pure dans la direction �, �� (�� ≠ 0 et �� = �� = 0) et l’effort 
tangentiel dans la direction �, �� (�� ≠ 0 et �� = �� = 0). 
Notons par � l’indice du corps en contact, � =1, 2. Avec 1 l’indice du corps en bas et 2 celui 
du corps en haut. Sous l’effet de l’effort normal pure �� qui agit sur une surface de contact �, 
c’est-à-dire pour �� = �� = 0, les déplacements en tout point donnés en annexe B.1 doivent 
satisfaire les conditions suivantes : 
 
��1(�,�, �) = ��2(�,�,−�) ��1(�,�, �) = ��2(�,�,−�) ��1(�, �, �) = −��2(�,�,−�) (54) 
Dans ces conditions, les déplacements relatifs en surface ����, ���� et ���� qui sont dus à 
l’effort normal �� appliqué sur l’aire de contact � s’obtiennent à partir de la relation (48) en 
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remplaçant � par 0 dans les fonctions d’influence ���(�) de l’annexe B.2 pour chaque corps � 
avec � l’indice de la composante �, � et �. On obtient donc : 
 ����(�,�) = ��1(�,�, 0) − ��2(�,�, 0) = − ���  � � − ��2 ��(�, �)�����  (55) 
 ����(�,�) = ��1(�,�, 0) − ��2(�,�, 0) = − ���  � �− ��2 ��(�, �)�����  (56) 
 ����(�,�) = ��1(�,�, 0) − ��2(�, �, 0) = 1 − ��� � ��(�, �)� ���� �  (57) 
Avec � = �(� − �)2 + (� − �)2 et �, � et � sont respectivement le module de cisaillement 
équivalent, le coefficient de Poisson équivalent et le facteur de quasi-identité qui sont donnés 
par : 
 
1� = 12 ( 1�1 + 1�2) (58) 
 
�� = 12 (�1�1 + �2�2) (59) 
 � = �
4
(
1 − 2�1�1 − 1 − 2�2�2 ) (60) �1,  �2 : module de cisaillement des corps 1 et 2 ; �1, �2 : coefficient de Poisson des corps 1 et 
2. 
En suivant la même démarche, les déplacements relatifs en surface dus à l’effort de 
cisaillement pure �� sont calculés en utilisant les fonctions d’influence ���(�) (voir annexe 
B.2) pour chaque corps �. On obtient le champ de déplacement en surface suivant : 
 
����(�, �) = ��1(�,�, 0) − ��2(�, �, 0)
=
1��  � �1 − �� + �(� − �)2�3 � ��(�, �)�����  (61) 
 
����(�, �) = ��1(�,�, 0) − ��2(�, �, 0)
=
1��  � �(� − �)(� − �)�3 ��(�, �)�����  (62) 
 ����(�, �) = ��1(�,�, 0) − ��2(�,�, 0) = ���  � � − ��2 ��(�, �)���� �  (63) 
Finalement, les déplacements relatifs en surface dus à l’effort de cisaillement pure �� sont 
calculés en utilisant les fonctions d’influence  ���(�) (voir annexe B.2) pour chaque corps �. 
On obtient le champ de déplacement en surface pour � = 0 : 
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����(�,�) = ��1(�, �, 0) − ��2(�, �, 0)
=
1��  � �(� − �)(� − �)�3 ��(�, �)�����  (64) 
 
����(�,�) = ��1(�, �, 0) − ��2(�,�, 0)
=
1��  � �1 − �� + �(� − �)2�3 � ��(�, �)�����  (65) 
 ����(�,�) = ��1(�, �, 0) − ��2(�,�, 0) = ���  � �− ��2 ��(�, �)���� �  (66) 
En superposant les solutions précédentes, on obtient les relations de comportement suivantes :  
 
��(�, �) = 1��  � ��1 − �� + �(� − �)2�3 � ��(�, �) + ��(� − �)(� − �)�3 � ��(�, �)�− � � − ��2 ��(�, �)� ���� (67) 
 
��(�,�) = 1��  � ���(� − �)(� − �)�3 � ��(�, �) + �1 − �� + �(� − �)2�3 � ��(�, �)�− � � − ��2 ��(�, �)� ���� (68) 
 ��(�,�) = 1��  � �� � − ��2 ��(�, �) + � � − ��2 ��(�, �) + 1 − �� ��(�, �)� �����  (69) 
Remarquons ici que tous les efforts (effort normal et des efforts tangentiels) interviennent 
dans les différentes expressions des déplacements relatifs. On parle de couplage entre le 
problème du contact normal et tangentiel. Ces deux problèmes sont couplés à travers le 
paramètre de quasi-identité �. Lorsque les deux corps 1 et 2 ont les mêmes paramètres de 
matériau, � est égale à zéro. On dit que les deux corps sont quasi-identiques. Dans ces 
conditions, les problèmes normal et tangentiel deviennent découplés et les équations 
précédentes s’écrivent sous la forme suivante : 
 ��(�,�) = 1��  � ��1 − �� + �(� − �)2�3 � ��(�, �) + ��(� − �)(� − �)�3 � ��(�, �)� �����  (70) 
 ��(�,�) = 1��  � ���(� − �)(� − �)�3 � ��(�, �) + �1 − �� + �(� − �)2�3 � ��(�, �)� �����  (71) 
 ��(�,�) = 1��  � 1 − �� ��(�, �)�����  (72) 
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Au final, en tenant compte du signe opposé de la pression �� entre les deux corps 1 et 2, on 
peut définir pour les déplacements relatifs précédents des fonctions d’influence combinées ��� entre ces deux corps qui se calcul dans le cas général par :  ∀ �, � ∈ (�,�, �), ���(�,�; �, �) = ���(1)(�,�; �, �; 0) − ���(2)(�, �; �, �; 0) (73) ���(�) sont les fonctions d’influence donnée explicitement dans l’annexe A.1 pour un espace 
semi-infini. 
Bien que la pression normale �� n’intervienne pas explicitement dans les composantes �� et �� (équations (70) et (71)), celle-ci reste liée aux efforts de cisaillement à travers la loi de 
Coulomb [49]. 
La condition de quasi-identité, et par conséquent le découplage entre les problèmes normal et 
tangentiel, est particulièrement vraie dans le cas du contact roue-rail étant donné que ces deux 
corps sont composés d’acier. Cependant, la valeur de � se réduit aussi à zéro lorsque les deux 
corps en contact sont incompressibles (�1 = �2 = 0.5) [50]. 
2.2. Méthode d'inversion de matrice (MIM) 
On s’intéresse dans cette partie au contact entre deux corps quasi-identiques. Le problème 
normal est dans ce cas découplé du problème tangentiel. La résolution numérique peut donc 
se faire sur deux étapes en utilisant une méthode itérative directe appelée la Méthode 
d’Inversion de Matrice (MIM). On trouve une description de cette méthode dans le livre de 
Johnson [45] pour la résolution directe du problème normal. Cette méthode a été utilisée par 
Cesbron [51] et Dubois [52] pour modéliser le contact pneumatique/chaussée, puis, Cesbron 
[53] l’a étendu pour l’étude du contact glissant. Dans cette section, on propose d’étendre la 
MIM pour résoudre le problème du contact roulant et frottant. La première étape consiste à 
résoudre le problème du contact normal en déterminant la pression de contact ainsi que la 
zone de contact �. La résolution du problème tangentiel consiste à déterminer les efforts de 
cisaillement en surface ainsi que la répartition entre les zones d’adhérence/glissement. 
2.2.1. Discrétisation du problème 
La Méthode d’Inversion de Matrice est basée sur une discrétisation en surface du massif semi-
infini. La surface est découpée en N rectangles centrés au point de coordonnées (��,��) 
(� ∈ [1,�]) et de dimensions �� et �� comme indiqué sur la Figure 2. 2. 
Notons � = ���,��,���� le vecteur des déplacements surfaciques avec �� = �(�� , ��), �� = {���}�∈[1,�]� , �� = ������∈[1,�]�  et �� = {���}�∈[1,�]�  et notons � = ���, ��, ���� le vecteur 
effort au contact avec �� = �(�� , ��), �� = {���}�∈[1,�]� , �� = ������∈[1,�]�  et �� = {���}�∈[1,�]� . 
Le problème de contact défini par les équations (70)-(72) peut ainsi s’écrire sous la forme 
matricielle suivante : 
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 � = �� (74) 
 
Figure 2. 2 : Discrétisation de la surface du contact 
Avec � la matrice d’influence donnée dans le cas de la quasi-identité (� = 0) par : 
 � = ���� ��� 0��� ��� 0
0 0 ���� (75) 
En supposant que les composantes �� du chargement surfacique � sont constantes sur chaque 
élément �, les composantes ����� des sous-matrices ��� peuvent être calculées à partir de 
l’intégrale (48) comme suit : 
∀ (�, �) ∈ [1,�]2, ����� = � � ���(�� , ��; �, �)������+����−����+����−��  (76) 
Avec �, � ∈ (�, �, �) 
Les coefficients ����� de la matrice d’influence � sont explicitement donnés dans l’annexe B.3. 
2.2.2. Problème du contact normal  
2.2.2.1. Formulation continue du problème de contact normal 
La relation de comportement (72) qui définit le problème du contact normal peut s’écrire sous 
la forme suivante : 
2.2. La méthode d’inversion de matrice  
 
39 
 
 ��(�,�) = � ���(�,�, �, �)��(�, �)�����  (77) 
Avec : ���(�,�, �, �) = 1 − ����  (78) 
Rappelons aussi que la distance déformée �� entre deux corps élastiques en contact définie 
dans la section 1.1.1. du premier chapitre est donnée par : 
 ��(�, �) = ��(�, �) + �(�,�) − � (79) 
Avec �(�,�) la distance qui définit la séparation entre les surfaces des deux corps à l’état non 
déformé. 
Le problème du contact normal consiste à trouver la zone de contact � ainsi que la pression �� tout en respectant les conditions de contact suivantes : 
• ��(�, �) ≥ 0 ; Non-pénétration • ��(�,�) ≥ 0 ; Contact compressif • ��(�,�)��(�,�) = 0 ; Complémentarité  
La condition de complémentarité à vérifier permet la distinction entre la zone � où les deux 
corps 1 et 2 sont en contact et la zone � où ils ne le sont pas (zone extérieure) de la manière 
suivante : ∀ (�, �) ∈ � ∀ (�, �) ∈ � ��(�, �) = 0, ��(�, �) > 0 ��(�, �) > 0, ��(�,�) = 0 (80) 
Pour un problème où le rapprochement � est connu, la solution finale passe par la résolution 
des équations (77)-(79) puis par la vérification des conditions précédentes.  
Il est aussi possible de résoudre le problème en imposant la charge normale �� au lieu du 
rapprochement �. Dans ce cas, il faut ajouter la relation suivante : 
 �� = � ��(�, �)�����  (81) 
2.2.2.2. Formulation discrète du problème de contact normal 
La surface du corps élastique étant discrétisée en N rectangles de surface (�� × ��), on 
considère dans cette partie une pression de contact ��� uniforme sur chacun de ces rectangles. 
Dans le cas du contact normal, la relation de comportement sous sa forme matricielle (74)  
s’écrit de la manière suivante : 
 �� = ����� (82) 
On peut également l’écrire sous sa forme discrétisée comme suit : 
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∀ � ∈  [1,�] ,   ��� = �����������=1  (83) 
Il est possible d’utiliser directement l’expression analytique de ��� établie par Love [54]. Le 
calcul analytique de ��� à partir de l’intégrale (76) est donné dans l’annexe B.3.  
D’autre part, l’écriture de la relation (79) sous sa forme discrétisée donne : ∀ � ∈  [1,�],   ��� = ��� + �� − � (84) 
Un point de coordonnées (��,��) est considéré à l’intérieur de la zone de contact si la distance 
déformée ��� en ce point est nulle (��� = 0) et la pression ��� est strictement positive (��� >
0). Pour chaque point � du domaine discrétisé, �� représente la différence de hauteur de la 
surface entre les deux corps 1 et 2 en ce point. Pour un contact Hertzien où les courbures entre 
les deux corps sont constantes comme par exemple un contact entre deux sphères, � est une 
fonction quadratique et le problème peut être résolu analytiquement [2]. La solution 
analytique existe aussi pour d’autres géométries en contact de forme simple telle que 
l’indentation par une pointe conique ou cylindrique. En revanche, pour des géométries de 
forme quelconque, les courbures varient et la résolution analytique n’est plus possible. Une 
discrétisation en surface est donc nécessaire pour que le problème puisse être résolu 
numériquement en utilisant la méthode itérative MIM. Dans la section suivante, la procédure 
de résolution numérique du problème normal sera détaillée. 
2.2.2.3. Méthode de résolution numérique 
On considère dans cette partie � comme étant le nombre d’éléments de la surface potentielle 
de contact qui doit couvrir la surface réelle de contact. Le nombre d’éléments � est donc à 
priori supérieur au nombre réel d’éléments �� inclus dans la zone de contact. L’algorithme de 
résolution itérative d’un problème à rapprochement � connu suit les étapes suivantes : 
1. On part de l’hypothèse que tous les points de la surface discrétisée sont inclus dans 
l’aire de contact. Ceci implique que ∀ � ∈  [1,�], la distance ��� = 0. La géométrie 
des corps en contact étant connue et le rapprochement � étant défini, les déplacements ��� peuvent être calculés à partir de l’équation (84) ; ��� = � − �� 
2. Le vecteur �� est calculé directement à partir de la relation (82) par une inversion de la 
matrice ���. Plusieurs méthodes numériques ont été testées pour effectuer cette 
inversion et trouver le vecteur �� et la méthode du gradient conjugué [55] a finalement 
été retenue car elle présente un coût de calcul légèrement inférieur à celui donné par la 
méthode Gauss Seidel [56] et nettement inférieur à celui donné par factorisation LU. 
Une comparaison du coût de calcul entre ces méthodes est présentée dans la section 
2.4. 
3. Les valeurs du vecteur �� doivent vérifier la condition de complémentarité (4). Si les 
pressions ���  sont positives dans �, on vérifie que les distances déformées ��� sont 
nulles en ces points.  
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4. Certaines valeurs négatives peuvent apparaitre dans le vecteur pression ��. Ces 
valeurs correspondent à des points qui sont en dehors de la surface de contact 
(appartenant à �). Les éléments correspondants sont donc à exclure de la zone de 
contact et la pression en ces points est mise à zéro. On vérifie également que les 
distances ��� sont positives sur �. 
5. On itère à partir de l’étape 2 jusqu'à ce que la condition (4) soit vérifiée. 
Si la force normale �� est définie comme c’est généralement le cas en ferroviaire, le 
rapprochement � devient une inconnue supplémentaire. Une adaptation de l’algorithme 
précédent est donc nécessaire afin de résoudre le problème en tenant compte de cette 
inconnue. Il s’agit d’ajouter au système d’équation précédent la relation (81) qui s’écrit sous 
sa forme discrète comme suit : 
 �� = ����������=1  (85) 
Un vecteur ��′  contenant � + 1 inconnues (les pressions ��� et le rapprochement �) est 
construit tel que ��′ = {��,−�}�. Le système à résoudre devient : 
 ��′ = ���′��′  (86) 
Pour que la relation (85) soit vérifiée, ���′ et ��′  sont modifiés à partir de ��� et �� de la 
manière suivante : 
 ���′ = ��11⋮��1
1
…⋱
…⋯
�1�⋮���
1
1⋮
1
0
� (87) 
Et ��′ = �−�1, … ,−��,��/������  
2.2.2.4. Résultats et validation 
Afin d’évaluer la précision de la MIM et ainsi vérifier sa validité pour la résolution du 
problème normal, la solution numérique est comparée avec les solutions analytiques du 
problème de Boussinesq. Une synthèse de ces solutions existent dans le livre de Johnson [45] 
pour des géométries de contact de forme simple qui présentent une symétrie de révolution 
autour de l’axe �. Les travaux de Hertz [2] présentés dans la section 1.1.2. du premier chapitre 
sont sans doute les plus populaires. Ses études ont permis de trouver la distribution de la 
pression et les dimensions de la surface de contact pour des corps lisses et continus dont les 
courbures sont constantes. Un cas particulier est celui du contact entre deux sphères (Figure 2. 
3(a)), les courbures � et � dans ce cas sont égaux. Love [54, 57] a donné la solution pour un 
espace semi-infini indenté par un cylindre et un cône rigide. Les travaux de Sneddon [58, 59] 
basés sur une approche différente de celle de Love ont conduit à ces mêmes résultats. 
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On s’intéresse dans cette partie particulièrement à deux géométries différentes représentées 
sur la Figure 2. 3, le contact entre deux sphères élastiques de rayons R1 et R2 et le contact 
entre un cône rigide avec un angle de pointe � et un espace semi-infini. Pour tout point 
appartenant à la zone de contact, on peut montrer que la relation (79) entre le déplacement 
relatif normal et la géométrie des corps en contact s’écrit pour les deux géométries sous les 
formes suivantes : 
Sphère ��(�,�) = � − �22� (88) 
Cône ��(�,�) = � − �tan� (89) 
Avec 1/� la courbure relative donnée par  1� = 1�1 + 1�2  
 
Figure 2. 3 : Contact normal pour deux géométries différentes (a) contact sphère/sphère       
(b) contact cône rigide/plan 
Les deux géométries conduit à une aire de contact circulaire de rayon � donné par Hertz et 
Love respectivement par : 
Sphère � = �3���
4�∗ �13  (90) 
Cône � = �2�� tan���∗  (91) 
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∀ (�, �) ∈ � ��(�,�) = ��1(�, �) − ��2(�, �) = ��(�,�) − �� ��(�, �) = ��1(�, �) − ��2(�, �) = ��(�, �) − �� (97) �� = ��1 − ��2 et �� = ��1 − ��2 sont les déplacements élastiques subis par les deux points 
A1 et A2 respectivement dans les directions � et �. �� = ��1 − ��2 et �� = ��1 − ��2 sont les 
déplacements rigides entre les deux corps 1 et 2 évalués à deux points loin de l’interface 
déformée. On notera par � le vecteur glissement tangentiel de composante �� et �� dans le 
repère cartésien (� ; �,�, �). 
Lorsque deux corps glissent l’un sur l’autre, l’aire de contact est divisée en deux zones ; une 
zone où les points en contact adhérent appelée zone d’adhérence et une zone où les points en 
contact glissent appelée zone de glissement. La distinction entre ces deux zones pour tout 
point (�,�) appartenant à la zone de contact se fait généralement à l’aide de la loi de 
Coulomb selon la condition suivante : ∀ (�, �) ∈ � ���(�,�) < ���(�,�)�(�,�) = 0  Adhérence (98) 
 ⎩⎨
⎧ ��(�,�) = ���(�,�)�(�,�) ≠ 0�(�, �) = − �(�,�)��(�,�) ��(�,�) 
 
Glissement (99) 
Avec �� = ‖�‖ = ���2 + ��2 ; �� = ‖�‖ = ���2 + ��2 respectivement les modules de l’effort de 
cisaillement et du glissement. � est le coefficient de frottement  
Le problème décrit par les équations (98) et (99) est non linéaire à cause de la relation entre 
les efforts tangentiels à travers la norme �� et la pression de contact ��. Les points qui sont 
dans la zone d’adhérence subissent le même déplacement tangentiel imposé et l’effort 
tangentiel en ces points ne peut pas dépasser sa valeur limite ���. La direction de la vitesse 
du glissement peut être déduite de la dernière relation dans (99). 
La résolution du problème de contact glissant consiste essentiellement à trouver les efforts 
tangentiels ainsi que la partition entre les zones d’adhérence et de glissement. La résolution 
numérique qui sera présentée dans la section 2.2.3.3. est réalisée à partir des relations de 
comportement (70) et (71), les relations décrivant la cinématique des deux corps (97) et la 
condition d’adhérence/glissement décrite par les relations (98) et (99).  
2.2.3.2. Formulation discrète du problème de contact glissant 
On définit par � = ���,���� le vecteur du déplacement tangentiel de dimension 2�� avec �� = �(�� , ��), �� = {���}�∈[1,��]�  et �� = ������∈[1,��]� . �� est le nombre d’éléments à 
l’intérieur de la zone de contact déduit à partir de la solution MIM du problème normal. On 
définit aussi par � = ���, ���� le vecteur effort tangentiel de dimension 2�� avec �� =
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�(�� , ��) �� = {���}�∈[1,��]�  et �� = ������∈[1,��]� . On notera également par � = ���, ���� le 
vecteur glissement tangentiel avec �� = �(�� , ��), �� = {���}�∈[1,��]�  et �� = ������∈[1,��]� . 
La relation de comportement qui décrit le problème tangentiel peut être extraite sous sa forme 
matricielle directement à partir de la relation de comportement (74). On obtient : 
 � = ���� (100) 
Avec ��� la sous matrice de dimension 2�� × 2�� définit à partir de la matrice d’influence 
(75) par : 
 ��� = ���� ������ ���� (101) 
L’écriture de (100) sous sa forme discrète conduit à la relation suivante : 
∀ � ∈ [1, 2��] �� = ��������2���=1  (102) 
La condition cinématique (97) sous sa forme discrète est donnée par : 
∀ � ∈ [1,��] ��� = ��� − �� ��� = ��� − �� (103) 
Enfin, les relations (98) et (99) définissant la partition adhérence/glissement s’écrivent sous 
leur forme discrète comme suit : ∀ � ∈ [1,��]  ���� < ������� = 0  Adhérence (104) 
 ���� = ������� ≠ 0  Glissement (105) 
Avec ��� = ����2 + ���2  et  ��� = ����2 + ���2  
La direction de l’effort tangentiel � doit s’opposer au glissement � sur chaque élément � [45] 
tel que : �� = − ����� ��� 
2.2.3.3. Méthode de résolution numérique 
Une fois le problème du contact normal est résolu et les pressions �� sont déterminées, on 
peut procéder à la résolution du problème de contact tangent. La difficulté dans ce cas est de 
trouver les zones de contact où il y a glissement et les zones où il y a adhérence. Si les 
glissements rigides �� et �� sont connus, l’algorithme de résolution du problème de contact 
glissant suit les étapes suivantes : 
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1. On suppose d’abord que tous les points de la zone de contact � appartiennent à la zone 
d’adhérence. Ceci implique qu’initialement, aucun glissement ne se produit dans la 
zone de contact, c’est-à-dire que ∀ � ∈ [1,��], ��� = ��� = 0. En remplaçant ces 
valeurs dans (103), on obtient : 
∀ � ∈ [1,��] ��� = �� ��� = �� (106) 
2. La relation (106) implique que tous les points dans l’aire de contact subissent les 
mêmes déplacements tangentiels. Les vecteurs �� et �� sont donc déterminés et le 
vecteur � est construit. Le vecteur effort tangentiel � est ensuite directement calculé à 
partir de la relation (100) par une inversion de la matrice ���. 
3. On vérifie que les conditions (104) et (105) sont satisfaites. Si ∀ � ∈ [1,��], certaines 
valeurs ��� dépassent la limite ���� tel que ��� ≥ ����, la loi de Coulomb est violée et 
la valeur de ��� en ces points est remise à ���� à l’incrément � + 1 de la manière 
suivante : 
∀ � ∈ [1,��], Si ���� ≥ ���� alors : ⎩⎪⎨
⎪⎧����+1 = ����������������+1 = ������������  (107) 
4. La méthode est itérée à partir de l’étape 2 jusqu’à ce que les conditions (104) et (105) 
soient vérifiées pour tous les points appartenant à l’aire de contact ce qui permettra 
une distinction entre la zone d’adhérence et la zone de glissement. 
Si les forces tangentielles �� et �� sont connues et �� et �� sont inconnus, une adaptation de 
l’algorithme similaire à celle décrite pour la résolution du problème normal (section 2.2.2.3) 
doit être faite. 
2.2.3.4. Résultats et validation 
La théorie de Hertz qui résout le problème du contact normal entre deux sphères élastiques a 
été étendue par Cattaneo [61] et Mindlin [62] pour prendre en compte le glissement entre ces 
deux corps. Une synthèse de leurs principaux résultats peut être trouvée dans la monographie 
de Johnson [45]. Les résultats de la MIM pour la résolution du problème de contact glissant 
ont été validés dans cette section avec la solution analytique de Cattaneo-Mindlin dans le cas 
d’un contact entre deux sphères déjà pressées entre eux (Figure 2. 7). Les mêmes paramètres 
de calcul que ceux choisis pour la résolution du problème normal et présentés dans la section 
2.2.2.4. ont été utilisés. Le déplacement rigide �� dans la direction � est égal à 0.06 mm alors 
que celui dans la direction �, �� est fixé à 0 mm. Un coefficient de frottement � = 0.2 entre 
les deux corps est également considéré. 
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Si on considère � la limite entre la zone d’adhérence et la zone de glissement, l’expression 
analytique de l’effort de cisaillement dans la zone de glissement, c’est-à-dire pour � ≤ � ≤ �, 
est donnée dans [45] par : 
Pour � ≤ � ≤ � ��(�,�) = ��′(�,�) = ���(�,�) = ���0�(1 − �2�2) (108) 
 
Figure 2. 7 : Contact glissant entre deux sphères 
Dans la région où il y a adhérence, c’est-à-dire pour � ≤ �, l’expression analytique de l’effort 
de cisaillement est donnée par la somme de ��′ et  ��′′ avec : 
pour � ≤ � ��(�, �) = ��′(�, �) + ��′′(�,�) = ��′(�,�) + ��� ��0�1 − �2�2  (109) 
La Figure 2. 8 montre une comparaison entre la solution analytique précédentes et solution 
numérique par MIM. Un très bon accord est trouvé entre ces deux solutions. La condition 
d’adhérence (104) est bien vérifiée, aucune valeur ��� ne dépasse la limite ����. La distinction 
entre les zones d’adhérence et de glissement est représentée sur la Figure 2. 8. 
La loi de contact qui exprime la force tangentielle �� = ���2 + ��2 en fonction du 
déplacement tangentiel rigide �� = ���2 + ��2 pour un contact glissant entre deux sphères est 
également donnée dans [45] par : 
 �� = ��� − ��� �1 − 16����6(2 − �)����32 (110) 
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2.2.4. Problème du contact roulant 
Plusieurs théories de contact roulant existent dans la littérature et permettent le calcul des 
efforts tangentiels sous l’action de différentes valeurs de pseudoglissements. Une synthèse de 
ces théories est présentée dans le chapitre 1. Basée sur la formulation variationnelle décrite 
dans la section 1.2.2.5 du premier chapitre, la théorie exacte de Kalker [13] est une célèbre 
méthode de résolution numérique du problème de Boussinesq-Cerruti qui a conduit au logiciel 
commercial CONTACT. Dans cette section, on propose d’étendre la méthode de résolution 
directe MIM pour l’étude du contact roulant.  
2.2.4.1. Formulation continue du problème de contact roulant 
On s’intéresse dans cette partie à l’étude du problème de contact roulant entre deux corps 
élastiques avec la présence d’un coefficient de frottement �. Ce type de contact concerne 
plusieurs applications y compris celle du ferroviaire. En effet, la roue étant en roulement avec 
la vitesse angulaire ��, introduit en combinaison avec la vitesse d’avance du train � des 
glissements relatifs dit « pseudoglissements ». En comparaison avec le contact glissant qu’on 
a vu dans la section précédente, la description de la cinématique des deux corps en roulement 
est plus complexe car les expressions des vitesses de glissement prennent en compte les 
pseudoglissements ainsi des termes stationnaire et transitoire des déplacements élastiques. 
Cette description est donnée en détail dans le cas transitoire dans le chapitre 1 (section 1.2.1). 
Dans cette partie, la MIM est appliquée seulement dans le cas du roulement stationnaire, 
c’est-à-dire quand les forces et les géométries de contact ne varient pas au cours du temps. 
Dans ce cas, les termes 
�����  et �����  sont nuls et les équations cinématiques s’écrivent ∀ (�,�) ∈� : 
 ���� = �̇�� = �� − �� − �������� = �̇�� = �� + �� − �����  (111) 
Avec �� et �� les vitesses de glissement locales respectivement dans la direction � et �, ��, �� et � sont respectivement les pseudoglissements longitudinal, transversal et de spin et � est 
la vitesse d’avance dans la direction �. 
Les relations cinématiques (111) comportent deux dérivées partielles 
�����  et �����  qui 
nécessitent une discrétisation avec un développement de Taylor. En notant par � = (�,�) la 
position du point M et par ℎ une constante appartenant à ℝ, la formule de Taylor donne : 
 
��(� + ℎ) = ��(�) + ℎ ����� + ℎ�(ℎ) ��(� + ℎ) = ��(�) + ℎ ����� + ℎ�(ℎ) (112) 
En négligeant �(ℎ), on obtient : 
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����� = ��(� + ℎ) − ��(�)ℎ  ����� = ��(� + ℎ) − ��(�)ℎ  (113) 
En notant par ��(� + ℎ) = ��′  et par ��(� + ℎ) = ��′ , les relations (111) peuvent s’écrire 
comme suit : 
 ���� = �� − �� − ��′ − ��ℎ��� = �� + �� − ��′ − ��ℎ  (114) 
La partition adhérence/glissement pour tout point (�, �) appartenant à la zone de contact se 
fait à l’aide de la loi de Coulomb qui peut s’écrire en fonction de la vitesse de glissement de la 
manière suivante : ∀ (�, �) ∈ � ���(�,�) < ���(�,�)�(�, �) = 0  Adhérence (115) 
 ⎩⎨
⎧ ��(�,�) = ���(�,�)�(�,�) ≠ 0�(�,�) = − �(�,�)��(�,�) ��(�, �) 
 
Glissement (116) 
Avec �� = ‖�‖ = ���2 + ��2 le module de la vitesse de glissement.  
2.2.4.2. Formulation discrète du problème de contact roulant 
On considère que ∀ � ∈ [1,��], �� = (�� ,��) sont les coordonnées d’un point �. Afin de tenir 
compte des déplacements tangentiels à la position �� + ℎ, on définit le vecteur déplacement 
tangentiel �′ = ���′ ,��′ �� tel que �� = �(�� + ℎ), ��′ = {���′ }�∈[1,��]�  et ��′ = ����′ ��∈[1,��]� . La 
matrice ��� à la position �� + ℎ est donnée à partir de la matrice ��� par : 
 ���(��) = ���(�� + ℎ) (117) 
Dans le cas du roulement stationnaire, � et �′ sont des inconnues et �′ est égale à � [13]. La 
relation de comportement dans ce cas est donnée par : 
 �′ = ���� (118) 
Les relations cinématiques (114) s’écrivent sous la forme discrétisée de la manière suivante : 
∀ � ∈ [1,��] ⎩⎨
⎧���� = �� − ��� − ���′ − ���ℎ���� = �� + ��� − ���′ − ���ℎ  (119) 
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En notant par � = ���,���� le vecteur vitesse de glissement avec �� = {���}�∈[1,��]�  et �� = ������∈[1,��]�  et par � = ���, ���� la partie rigide de la vitesse de glissement avec �� = {���}�∈[1,��]�  et �� = ������∈[1,��]�  puis en remplaçant (100) et (118) dans (119), on obtient 
la forme matricielle de la relation cinématique sous la forme suivante : 
 � = �� − � (��� − ���)�ℎ  (120) 
Enfin la partition adhérence/glissement donnée par (115) et (116) s’écrit sous sa forme 
discrète comme suit : ∀ � ∈ [1,��]  ���� < ������� = 0  Adhérence (121) 
 ���� = ������� ≠ 0  Glissement (122) 
Avec  ��� = ����2 + ���2  et la direction de l’effort tangentiel � doit s’opposer à la vitesse de 
glissement � [45] sur chaque point � tel que : �� = − ����� ��� 
2.2.4.3. Méthode de résolution numérique 
L’extension du la MIM pour la résolution du problème de contact roulant dans le cas 
stationnaire part de la même hypothèse initiale que celle du problème de contact glissant : 
1. On suppose que tous les points inclus dans la zone de contact appartiennent à la zone 
d’adhérence. Ceci implique que la vitesse de glissement est nulle pour tous ces points 
(� = 0). 
2. Le vecteur glissement rigide � peut être construit à partir des valeurs prédéfinies des 
pseudoglissements et le vecteur effort tangentiel � est calculé à partir de la relation 
(120). On choisit ℎ = ��. 
3. On reprend l’étape 3 de l’algorithme de résolution du problème tangent. Si la loi de 
Coulomb n’est pas vérifiée et les conditions (104) et (105) ne sont pas satisfaites, on 
impose à l’incrément � + 1 
∀ � ∈ [1,��], Si ���� ≥ ���� alors : ⎩⎪⎨
⎪⎧����+1 = ����������������+1 = ������������  (123) 
4. La méthode est itérée à partir de l’étape 2 jusqu’à ce que les conditions (104) et (105) 
soient vérifiées pour tous les points appartenant à l’aire de contact. 
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2.2.4.4. Résultats et validation 
Le contact roulant a fait l’objet de plusieurs études durant le siècle précédent qui ont conduit à 
diverses théories dont les plus importantes sont présentées dans le chapitre 1 (section 1.2.2) 
Reynolds [63] était le premier à avoir étudié le contact roulant sans glissement entre deux 
corps avec des propriétés élastiques différentes. Il a fallu attendre jusqu’à 1926 pour que le 
problème du contact roulant avec frottement soit étudié par Carter [8] puis par Fromm [64] et 
par Föeppl [65]. La prise en compte du spin a été réalisée par Johnson [10] pour un contact 
entre une sphère et un plan élastique. Il a montré que le spin pur conduit à un 
pseudoglissement transversal �� et par conséquent à une contrainte de cisaillement 
transversale. Kalker a également apporté plusieurs contributions dans le domaine du contact 
roulant comme la théorie linéaire [12] ou la théorie complète implémentée dans le logiciel 
commercial CONTACT [13]. Cette dernière sera considérée comme la solution de référence 
pour la comparaison avec la MIM qui a été étendue pour l’étude du contact roulant avec 
frottement dans le cas stationnaire.  
 
Figure 2. 10 : Contact roulant entre deux sphères 
On s’intéresse pour l’étude du contact roulant avec MIM au cas d’un contact hertzien entre 
deux sphères de rayons R1 et R2 (voir Figure 2. 10). La sphère de rayon R1 roule sur la 
deuxième avec une vitesse angulaire � et avance avec la vitesse �. Les paramètres de calcul 
pour la résolution du problème normal sont les mêmes que ceux utilisés auparavant dans la 
section 2.2.2.4. La solution du problème de contact roulant par MIM est comparée à la 
solution donnée par CONTACT pour trois situations de roulement différentes ; avec un 
pseudoglissement longitudinal pur �� = 3‰, avec un pseudoglissement transversal pur �� = 3 ���� et avec un pseudoglissement de spin pur � = 0.0006. Etant donné qu’on 
travaille dans le cas stationnaire, la solution finale ne dépend pas de la vitesse d’avance �. On 
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2.4. Comparaison entre MIM et CONTACT 
Une étude de la sensibilité de maillage a été réalisée afin d’évaluer la MIM en terme de temps 
de calcul en comparaison avec le code CONTACT. Comme son nom l’indique, la MIM 
(Méthode d’Inversion de Matrice) nécessite au moins une inversion des matrices d’influences 
durant les étapes de résolution du problème normal et tangent. Cette inversion est l’étape la 
plus coûteuse de tout l’algorithme de calcul. Le temps de calcul dépend directement de la 
méthode de résolution numérique choisie. Il existe plusieurs méthodes qui permettent la 
résolution d’un système d’équations non linéaire. Le logiciel CONTACT utilise pour la 
résolution du problème normal une méthode nommée « Bound-Constrained Conjugate 
Gradients » (BCCG) qui dérive de la méthode du gradient conjugué [67] ainsi que deux 
versions adaptées de l’algorithme de la méthode de Gauss-Seidel pour la résolution du 
problème de contact tangentiel transitoire [68] et stationnaire [69]. 
Dans ce travail, trois méthodes de résolution numérique ont été testées avec la MIM; la 
méthode de décomposition LU [70], la méthode du Gradient Conjugué (GC) [55] et la 
méthode de Gauss-Seidel (GS) [56]. Les deux premières méthodes ont été entièrement 
utilisées pour résoudre la totalité du problème de contact (problème normal et tangent) tans 
dis que la dernière a seulement été utilisée pour la résolution du problème normal et combinée 
avec la méthode GS pour la résolution du problème tangent. Le coût de calcul de ces 
méthodes est évalué dans le Tableau 2. 1 pour l’étude du problème de contact normal et 
tangentiel en utilisant différentes tailles d’éléments entre 0.01 et 0.05 mm. 
Tableau 2. 1 : Comparaison du temps de calcul entre la MIM et CONTACT 
Taille du maillage �� × �� 
(mm×mm) 
Nombre 
d’élément 
Kn×Ln 
Temps de calcul (s) 
Factorisation 
LU 
GS GC+GS CONTACT 
0.05×0.05 20×20 1 0.2 0.1 0.1 
0.03×0.03 35×35 12 6 3 0.3 
0.02×0.02 50×50 163 53 24 1.1 
0.015×0.015 70×70  1018 264 142 1.1 
0.01×0.01 100×100 12919 2380 1278 17 
Le résultat montre que la méthode de factorisation LU est la plus coûteuse en temps de calcul 
surtout pour les maillages les plus fins (environ 12919 s pour le maillage 0.1×0.01). La 
résolution du problème de contact avec la méthode GS permet une réduction importante de ce 
temps qui reste néanmoins élevé pour le maillage le plus fin (2380). Enfin, en remplaçant la 
GS par la méthode GC lors de la résolution du problème normal, le coût de calcul est divisé 
environ par deux pour toutes les tailles utilisées. Malgré cette amélioration, la combinaison du 
GC avec GS reste peu efficace en comparaison avec les algorithmes de résolution de 
CONTACT qui permettent l’obtention d’un coût de calcul extrêmement faible (17 s pour le 
maillage le plus fin 0.01×0.01). Ceci est essentiellement dû à l’utilisation avec l’algorithme 
BCCG de CONTACT d’un pré-conditionneur construit avec la transformation de Fourrier 
rapide (FFT) qui s’est montré très efficace et plus rapide que la méthode classique [67] 
(environ 100 fois plus rapide). De plus, l’adaptation faite sur l’algorithme de résolution du 
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problème tangentiel a permis d’améliorer les performances de cette méthode par un facteur 
supérieur à 2. 
Plusieurs autres techniques de résolution existent dans la littérature et peuvent aussi être 
utilisées telles que la stratégie « Multi-level Multi-Integration » [71] ou encore la méthode 
basée sur la FFT présentée par Stanley et Kato [72]. Une synthèse des différentes techniques 
peut être trouvée dans [73]. Il est clair qu’à ce stade du travail, le code CONTACT est plus 
performant en termes de coût de calcul que la MIM surtout quand le maillage devient très fin. 
Cependant, l’objectif principal de ce chapitre n’est pas de rivaliser avec le logiciel 
commercial CONTACT mais de développer un outil numérique robuste capable de résoudre 
le problème du contact normal et tangentiel (glissant et roulant dans le cas stationnaire) du 
contact roue-rail en se basant sur la méthode des éléments de frontière et l’approximation de 
l’espace semi-infini.  
Conclusion 
Dans ce chapitre, une méthode numérique directe dite « Méthode d’Inversion de Matrice » 
(MIM) basée sur l’approximation de l’espace semi-infini et sur l’approche de Boussinesq-
Cerruti a été développée pour la résolution du problème de contact normal et glissant puis 
étendue pour résoudre le problème du contact roulant en régime stationnaire. Cette méthode a 
été validée avec succès dans le cas du contact normal et glissant en comparant la solution 
numérique avec les solutions analytiques pour des géométries de forme simple des corps en 
contact. La validation dans le cas du contact roulant est réalisée en comparant la solution avec 
le code CONTACT basé sur une formulation différente, la formulation variationnelle [13]. La 
MIM est appliquée dans le cas du contact Hertzien lorsque les courbures des corps en contact 
sont constantes et dans le cas du contact non-Hertzien où les courbures peuvent varier. Une 
application à une situation classique de contact non-Hertzien entre une roue S1002 et un rail 
UIC60 incliné au 40ème a montré que la forme de la zone de contact n’est plus décrite par 
l’ellipse de Hertz mais plutôt par deux formes elliptiques connectées entre eux. La 
comparaison avec le logiciel CONTACT a montré que la MIM présente une bonne précision 
mais avec un coût de calcul plus élevé. La réduction du coût de calcul de la MIM nécessite 
une optimisation des algorithmes de résolution numérique ou l’utilisation d’autres algorithmes 
plus performants et plus rapides, ce qui n’a pas été abordé dans ce chapitre car le travail vise 
essentiellement à développer un outil de résolution numérique du problème de contact roue-
rail roulant et stationnaire, capable de gérer les différentes situations de contact ferroviaire 
telles que le contact non-Hertzien. La possession et la maitrise d’un tel outil nous permettra 
d’explorer d’autres thématiques qui restent à ce jour inaccessibles avec la méthode des 
éléments de frontière comme par exemple la prise en compte de la plasticité des corps en 
contact. Toutefois, il est important de mentionner qu’à ce jour ni la MIM ni CONTACT ne 
sont utilisées dans les codes de dynamique ferroviaire car, malgré l’avantage de CONTACT, 
le temps de calcul de ce dernier reste très élevé en comparaison avec les méthodes simplifiées 
telles que FASTSIM [17] ou la théorie linéaire de Kalker [12].  
Bien qu’en comparaison avec la méthode des éléments finis, la MIM est largement plus 
rapide,  cette dernière reste limitée au contact entre des corps élastiques et homogènes. Or, 
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l’élasticité linéaire ne permet pas une description fidèle de la réalité du contact roue-rail car 
ces deux corps subissent une plastification. Dans ce cas, la méthode des éléments finis 
s’impose comme l’approche la plus convenable à la résolution du problème car il est 
relativement simple de prendre en compte le comportement élasto-plastique des corps en 
contact. Dans le chapitre suivant, l’étude du contact roue-rail roulant sera abordée avec la 
méthode des éléments finis d’abord en élasticité linéaire puis en élasto-plasticité. L’influence 
de l’addition d’une couche mince et élastique à l’interface du rail sur les forces au contact sera 
aussi étudiée. 
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Introduction  
Ce chapitre est dédié à l’étude du contact roue-rail roulant à l’aide de la méthode des éléments 
finis. Les différents modèles présentés précédemment sont limités à la résolution du problème 
de contact entre deux corps lisses et élastiques. En effet, les théories de Kalker classiques sont 
incapables de prendre en compte le comportement élasto-plastique du matériau ainsi que 
l’existence naturelle ou artificielle d’une couche de troisième corps et de contaminants à 
l’interface séparant la roue et le rail [43]. Ce dernier paramètre est souvent considéré comme 
responsable de la dispersion constatée sur les mesures des coefficients de Kalker conduites 
durant les années 80s [1]. Pour en tenir compte, Certains auteurs ont étendu les théories de 
Kalker en considérant dans leurs modèles la présence d’une couche mince de troisième corps. 
Cependant, leurs modèles sont parfois limités à l’étude d’une couche élastique [44] ou encore 
au contact linéique [41].  
Par sa facilité à introduire le comportement plastique du matériau et sa capacité à gérer les 
problèmes non-linéaires, la méthode des éléments finis s’impose comme une alternative aux 
théories de Kalker qui permet de surmonter les restrictions des autres modèles de contact 
roulant. Ainsi, l’étude du contact roue-rail roulant sera abordée dans ce chapitre avec la 
méthode des éléments finis d’abord en élasticité linéaire afin de vérifier la cohérence des 
résultats avec les autres méthodes puis en élasto-plasticité. L’influence sur les courbes de 
saturation et les coefficients de Kalker de l’élasto-plasticité ainsi que de l’addition d’une 
couche mince élasto-plastique à l’interface du rail sera également étudiée. 
3.1. Schémas d’intégration temporelle 
L’équation générale d’équilibre qui gouverne la réponse dynamique d’un système non linéaire 
sous sa forme discrétisée pour un élément fini est donnée par : 
 ��̈�+1 + ��̇�+1 + ���+1 = ����(��+1) (127) 
Avec � la matrice de masse, � la matrice d’amortissement, � la matrice de rigidité.  � le vecteur de déplacement, �̇ le vecteur vitesse et �̈ le vecteur accélération. ���� le vecteur des efforts extérieures à l’instant ��+1. Le temps est discrétisé en pas de temps ∆� et l’indice � correspond au temps �� =  �∆�. 
La résolution numérique de cette équation différentielle se fait généralement en utilisant des 
schémas d’intégration temporelle directe qui peuvent être explicite ou implicite et qui sont 
basés sur la méthode des différences finies. 
La méthode de Newmark-�  [74] est une célèbre technique d’intégration temporelle utilisée 
dans la plupart des codes de calcul par éléments finis pour la résolution numérique des 
systèmes différentiels du second ordre qui peuvent être linéaires ou non linéaires comme le 
système (127).  Ces algorithmes appartiennent à la famille des schémas de différences finies. 
 �n+1 = �� + ���̇� + ��2(12 �̈� + �(�̈�+1 − �̈�)) (128) 
 �̇n+1 = �̇� + ��((1 − �)�̈� + ��̈�+1) (129) 
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Avec β et γ sont les paramètres de contrôle. 
Selon les valeurs de � et �, on peut savoir si le schéma est conditionnellement ou 
inconditionnellement stable, et ainsi distinguer le type de schéma d’intégration qu’on veut 
utiliser. Il existe plusieurs schémas qui dépendent du choix de ces deux valeurs. Dans certains 
codes par élément finis comme Abaqus [75], le choix de ces paramètres conditionne le 
comportement dissipatif de l’analyse. 
3.1.1. Schéma d’intégration explicite 
Le schéma d’intégration explicite utilise fréquemment la méthode de différences finies 
centrées où la solution en déplacement à l’instant ��+1 est calculée entièrement en fonction de 
la solution à l’instant ��. Cette condition est satisfaite dans l’équation (128) quand �=0. La 
méthode de différences finies centrées est construite à partir du schéma de Newmark-� pour �=0 et γ=1/2, avec ces valeurs, les équations (128) et (129) deviennent : 
 �n+1 = �� + ���̇� + 12��2�̈� (130) 
 �̇n+1 = �̇� + 12��(�̈� + �̈�+1) (131) 
En absence d’amortissement (�=0), la solution est trouvée comme suit : Le déplacement �n+1 à l’instant ��+1 est d’abord calculé à partir de l’équation de (130), ensuite, l’accélération �̈� est trouvée à partir de (127) après inversion de la matrice de masse �. L’avantage de la 
méthode explicite est que cette opération n’est pas coûteuse en temps de calcul, en 
comparaison avec la méthode implicite, car généralement la matrice de masse est diagonale 
donc facile à inverser. Enfin, le calcul de la vitesse �̇n+1 à l’instant ��+1 devient possible en 
utilisant l’équation (131) puisque les vitesses et les accélérations à l’instant �� sont maintenant 
connues et qu’en plus l’accélération à l’instant ��+1 a été déterminée. Cette procédure de 
résolution rend cette méthode facile à implémenter dans les codes par éléments finis.  
L’inconvénient du schéma explicite est la nécessité d’avoir un pas de temps suffisamment 
petit pour pouvoir assurer la stabilité du schéma d’intégration. Une approximation de la limite 
de stabilité ∆��� est donnée par la condition de stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy [76]. 
Cette condition définit cette limite comme étant le temps nécessaire pour qu’une onde 
élastique traverse le plus petit élément dans le modèle.  
 ∆��� ≈ ������  (132) 
Avec ���� est la plus petite taille d’élément dans le maillage, �� est la vitesse de l’onde de 
dilation déterminée dans Abaqus [75] en calculant le module effectif hypo-élastique du 
matériau à partir de sa loi de comportement. Pour un matériau élastique et isotrope, �� est 
donnée par : 
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 �� = � �(1 − �)(1 + �)(1− 2�)� (133) 
Si la condition ∆� ≤ ∆��� est respectée, on peut admettre que le schéma d’intégration est 
stable.  
3.1.2. Schéma d’intégration implicite 
3.1.2.1. Méthode de résolution 
Le déplacement ��+1 au temps actuel ��+1 est calculé non seulement en fonction de la 
solution à l’instant �� mais aussi en fonction de quelques quantités au même instant ��+1. 
Plusieurs schémas de différences finies implicites existent dans la littérature [74, 77, 78, 79]. 
Ces schémas peuvent être construits à partir du schéma de Newmark-� en assignant à � et � 
des valeurs particulières. 
Nous présentons dans ce qui suit le schéma de l’accélération moyenne qui est donné pour �=1/4 et �=1/2, dans ces conditions les équations (128) et (129) deviennent : 
 �n+1 = �� + ���̇� + 14��2(�̈� + �̈�+1) (134) 
 �̇n+1 = �̇� + 12��(�̈� + �̈�+1) (135) 
En remplaçant (134) dans (127), et en considérant que le système comme non amorti (�=0), 
on obtient : 
  �� + 1
4
��2�� �̈�+1 = ����(��+1) − � ��� + ���̇� + 14��2�̈�� (136) 
La résolution avec le schéma d’intégration implicite commence par la détermination 
l’accélération �̈�+1 à l’instant ��+1. Le calcul de cette quantité nécessite l’inversion de la 
matrice � + 14��2� qui, contrairement au schéma explicite, n’est pas diagonale. Son 
inversion est donc plus coûteuse. Ensuite, le déplacement �n+1 à l’instant  ��+1 est calculé à 
partir de l’équation (134) en fonction de valeurs connues à l’instant  �� (déplacement et 
vitesse) et aussi en fonction l’accélération �̈�+1 qu’on a calculé dans la première étape. Enfin, 
la vitesse �̇n+1à l’instant  ��+1est trouvée à partir de l’équation (135). 
Le schéma implicite présente l’avantage d’être inconditionnellement stable pour des systèmes 
linéaires. Aucune restriction sur le pas de temps n’est requise contrairement au schéma 
explicite où la stabilité de la solution est conditionnée par le pas de temps critique qui peut 
être parfois très petit et donc peut conduire à une solution très coûteuse.  
3.1.2.2. Stratégies de calcul dans le code Abaqus 
Le logiciel par éléments finis Abaqus propose plusieurs stratégies de résolution avec le 
schéma d’intégration implicite. Le choix de la bonne stratégie dépend de l’application qu’on 
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veut étudier et de la solution qu’on souhaite obtenir. Deux stratégies de calcul sont adaptées à 
notre cas d’étude et permettent l’obtention d’une solution quasi-statique; La procédure 
implicite dissipation modérée (DM) et la procédure implicite quasi-statique (QS). 
Quand l’étude dynamique se limite aux modes de basse fréquence, il est intéressant d’utiliser 
une certaine forme de dissipation numérique qui amortit les modes de vibration hautes 
fréquences qui peuvent participer. Plusieurs méthodes numériques ont ces propriétés 
d’amortissement comme la méthode Houbolt [78] ou encore la famille de méthode Newmark 
[74]. La procédure de calcul implicite DM utilise l’intégration temporelle de Hilber-Hughes-
Taylor [79] qui est une extension de la méthode Newmark-�. Cette méthode permet un 
meilleur contrôle de la quantité d’énergie dissipée en pilotant d’autres paramètres que le pas 
de temps.  
Comme son nom l’indique, la procédure implicite DM permet la dissipation d’une quantité 
modérée de l’énergie avec un amortissement visqueux, par plasticité si le comportement 
plastique est prise en compte dans le modèle ou par d’autres effets numériques [75]. Cette 
dissipation permet de réduire le bruit et d’améliorer la convergence sans trop dégrader la 
précision de la solution. 
La procédure implicite QS utilise dans sa résolution le schéma d’Euler implicite [80] pour 
déterminer la réponse quasi-statique finale du système. Comme indiqué auparavant, la 
quantité d’énergie dissipée associée à l’intégration temporelle dépend du schéma utilisé et des 
paramètres de contrôle choisis. Le schéma d’Euler implicite est connu comme étant plus 
dissipatif que le schéma de Hilber-Hughes-Taylor [75]. Dans la procédure implicite QS, une 
dissipation considérable d’énergie est assurée ce qui garantit la convergence et la réponse 
quasi-statique finale. Le temps de calcul avec cette méthode n’est généralement pas élevé car 
de grands incréments de temps sont pris quand c’est possible.  
Il existe également une troisième stratégie implicite dans le code Abaqus prédestinée à l’étude 
des phénomènes transitoires. Cette procédure utilise des incréments de temps petits pour 
obtenir avec précision la réponse vibratoire de la structure. Le choix des opérateurs de 
contrôle dans le schéma de Hilber-Hughes-Taylor garantit une dissipation minimale de 
l’énergie. Cette procédure n’est pas adaptée à notre cas d’étude car les non-linéarités liées au 
contact et au comportement du matériau en élasto-plasticité rendent la convergence très 
difficile.  
L’étude du contact roue-rail roulant basée sur l’approche dynamique explicite est aussi 
possible avec le code Abaqus. Une telle approche est intrinsèquement adaptée à l’étude 
dynamique des phénomènes transitoires hauts fréquences. Plusieurs travaux sur la 
modélisation du contact roue-rail roulant avec l’approche dynamique explicite existent dans la 
littérature dont une synthèse est présentée dans la section 1.2.2.6 du premier chapitre. 
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3.1.3. Choix de l’approche de résolution 
Dans le choix de la bonne approche de résolution d’un problème dynamique non-linéaire avec 
la méthode des éléments finis, le coût de calcul et la précision de la solution sont deux critères 
très importants.  
La sélection de la valeur des opérateurs de contrôle des schémas d’intégration temporelle 
implicites permettent de choisir selon le type d’application, la quantité de dissipation 
numérique liée au pas de temps et ainsi la nature de la solution désirée. Dû à la nature 
implicite de résolution, la matrice de masse et la matrice de rigidité sont inversés et l’équilibre 
est vérifié à chaque pas de temps. En revanche, l’analyse dynamique avec le schéma 
d’intégration explicite utilise comme déjà mentionné, la méthode des différences finies 
centrées. Les déplacements et les vitesses sont calculés en fonction des quantités connues à 
l’incrément de temps précédent, ainsi, les matrices de masse et de rigidité n’ont pas besoin 
d’être inversés et même d’être construites, ce qui implique un coût de calcul moins élevé 
qu’avec le schéma implicite. Cependant, la nécessité d’avoir un pas de temps suffisamment 
petit pour garantir la stabilité, rend le coût global du calcul plus élevée comparée au schéma 
implicite pour un problème qui n’est pas fortement non linéaire.  
Le choix entre le schéma implicite et explicite est parfois évident. Cependant, dans l’étude du 
contact roue-rail roulant, le choix dépend des grandeurs physiques qu’on souhaite étudier. 
L’expérience est dans ce cas le meilleur moyen pour trancher.  
Dans ce travail, les deux schémas implicite et explicite seront utilisés avec le code Abaqus 
puis comparés avec une solution de référence en élasticité donnée par le logiciel CONTACT. 
Ce code est largement utilisé dans le domaine du ferroviaire pour valider les différents 
modèles de contact (analytiques, semi-analytiques ou même par éléments finis).  
À l’exception de la méthode implicite QS présentée dans la section précédente qui, par la 
nature de son schéma dissipatif, donne une réponse quasi-statique, toutes les autres méthodes 
et schémas sont adaptés pour résoudre un problème dynamique transitoire. Pour assurer que 
les résultats par éléments finis soient comparables avec les solutions statiques comme la 
théorie de Hertz ou CONTACT, l’état quasi-statique doit être atteint durant le calcul. Il est 
donc essentiel de minimiser les vibrations et les oscillations liées au pas d’intégration. Pour ce 
faire, différents types d’amortissement peuvent être appliqués au modèle pour assurer la 
réponse quasi-statique. 
3.2. Contact roue-rail élastique  
3.2.1. Gestion du contact en éléments finis (Abaqus) 
Lorsque deux solides se touchent, des efforts sont transmis de l’un à l’autre par leurs surfaces 
de contact. Dans certains cas, seule la contrainte normale est transmise. Le comportement 
dans la direction normale est modélisé dans Abaqus à travers l’option « Hard Contact » en 
considérant le contact entre les deux corps comme étant parfait. Les surfaces ne transmettent 
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aucune pression à moins que les nœuds esclaves entrent en contact avec la surface maître. 
Aucune pénétration n’est permise avec cette option. 
S’il y a frottement, des contraintes de cisaillement peuvent aussi être transmise en appliquant 
aux nœuds la loi de Coulomb. L’option « Penalty » permet de saisir la limite des contraintes 
de cisaillement transmises en définissant directement un coefficient de frottement non nul. 
Afin de pouvoir transférer une charge entre les éléments de deux corps différents, les nœuds 
de ceux-ci doivent être connectés entre eux. Les interactions entre les particules maillées sont 
définies par des conditions qui évitent la pénétration des surfaces. La procédure implicite dans 
Abaqus/Standard propose plusieurs formulations de contact. Chaque formulation est basée sur 
le choix d'une méthode de discrétisation du contact parmi les deux méthodes « node-to-
surface » et « surface-to-surface ». L’approche « surface-to-surface » est choisie au détriment 
de « node-to-surface » dans notre étude car, comme le montre l’exemple fourni dans [75], 
celle-ci assure une meilleure précision des résultats liés aux contraintes et à la pression de 
contact. Contrairement à « node-to-surface », la méthode de discrétisation « surface-to-
surface » considère la forme des deux surfaces maître et esclave. Les conditions de contact 
sont appliquées dans des régions à proximité des nœuds esclaves plutôt qu’individuellement 
au niveau de chaque nœud esclave. Ces régions sont approximativement centrées sur les 
nœuds esclaves, de sorte que chaque effort est appliqué non seulement à un seul nœud esclave 
mais aussi à tous les nœuds esclaves adjacents. 
La procédure explicite dans Abaqus/Explicit fournit deux méthodes pour appliquer un effort 
donné ; « Kinematic contact method » et « Penalty contact method ». La première méthode 
évalue l’état cinématique du modèle à travers une prédiction de la configuration du contact 
sans considérer les conditions de contact. L’algorithme détermine ensuite les nœuds esclaves 
dans la configuration prédite qui pénètrent la surface maître. La profondeur de pénétration de 
chaque nœud esclave  ainsi que plusieurs autres paramètres sont utilisés pour calculer la force 
de résistance requise pour opposer la pénétration. Si le comportement « Hard contact » est 
défini, cette force est calculée de sorte que le nœud esclave contacte exactement la surface 
maître. 
Enfin, de grands déplacements relatifs de translation et de rotation étant possible entre la 
surface de la roue et celle du rail, la formulation de glissement entre les nœuds de la surface 
esclave par rapport à la surface maître est fixée à grand glissement à travers l’option « Finite 
sliding ». Cette option autorise les corps à se mouvoir selon une grande amplitude. 
3.2.2. Présentation du modèle numérique 
Le logiciel commercial Abaqus est utilisé dans ce chapitre pour modéliser le contact roulant 
entre la roue et le rail en élasticité et en élasto-plasticité. La méthode Newmark-� est utilisée 
dans ce code pour résoudre les équations différentielles générales et trouver la réponse 
dynamique du système. Dans ce travail, les deux schémas d’intégration explicites et implicites 
sont utilisés et le résultat en élasticité est comparé à une même solution de référence donnée 
par le logiciel CONTACT. Cette comparaison a permis l’évaluation de la précision de 
chacune de ces méthodes ainsi que leur coût de calcul. La méthode la moins coûteuse et qui 
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roue et le rail en présence d’un coefficient de frottement µ=0.2. La formulation de contact 
frottant par pénalisation décrite dans la section précédente, a été employée dans cette étude.  
La roue et le rail sont tous les deux en acier R900A couramment utilisés pour la fabrication 
des rails avec un module d’Young E=210 GPa et un coefficient de poisson ν=0.28, la densité 
de cet acier est ρ=7800 kg/m3. Tous les paramètres du modèle sont présentés dans le Tableau 
3. 1. 
Tableau 3. 1 : Paramètres du modèle 
Paramètre Valeur 
Charge par roue �� 7.5 kN 
Vitesse de roulement �� 50 km/h 
Module d’Young � 210 GPa 
Coefficient de poisson � 0.28 
Densité � 7800 kg/m3 
Limité d’élasticité �� 489 MPa 
Coefficient de frottement � 0.2 
Diamètre de la roue �0 920 mm 
Conicité de la roue 1/10 
Inclinaison du rail 1/10 
Longueur du rail 250 mm 
Certaines valeurs des paramètres utilisés dans ce travail ne sont pas celles utilisées dans les 
situations réelles de contact roue-rail dans le domaine du ferroviaire, comme l'inclinaison du 
rail et la conicité de la roue. Ces valeurs ont été sélectionnées uniquement pour assurer une 
zone de contact elliptique centrée (selon les conditions de Hertz) de façon à ce que les 
résultats puissent être facilement comparés avec les différentes méthodes. 
 
Figure 3. 2 : Positionnement de la roue par rapport au rail 
La position transversale de la roue par rapport au rail est fixée en fonction de la valeur de �� 
qui représente le déplacement de la roue par rapport au rail (Figure 3. 2). Ainsi, pour une 
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position ��0 donnée (par exemple la position pour laquelle l’essieu est centré sur la voie), le 
profil lissé (��, ��) de la roue se déplace en latéral dans le repère où le profil du rail (�� , ��) 
est défini. 
La nouvelle position du profil de la roue est donnée par : 
 �� = �� − �� − ��2 + ��0 (137) 
 �� = �� + ��0 + ��� (138) 
Avec �� écartement entre les roues, �� écartement entre les rails et ��0 décalage du profil de 
la roue dans la direction normale �. 
Un repère cartésien (Oxyz) est défini comme le montre la Figure 3. 1, le centre O est connecté 
au centre de l'essieu, la roue est liée à l'essieu rigide (non représenté sur la Figure 3. 1) où une 
charge normale CN, correspondant à la masse du train et des voyageurs par roue, est appliquée 
en son centre. 
3.2.3. Protocole de simulation  
La résolution générale est faite en deux étapes : la première étape consiste à établir un contact 
normal et à appliquer la charge normale ��. Le rail repose sur une fondation rigide et la roue, 
en adhésion avec l’essieu, suit le mouvement de ce dernier et se déplace dans la direction où 
la charge �� est appliquée comme indiqué dans la Figure 3. 1. La deuxième étape est l'étape 
de roulement : une vitesse d'avance �� est appliquée au rail dans le sens opposé au sens du 
roulement. La vitesse du roulement �� est appliquée autour de l'axe de rotation de l’essieu 
dans le sens indiqué sur la Figure 3. 1. Cet axe coïncide avec l'axe y pour un angle de dérive α 
égal à zéro. Durant cette étape, la charge �� est maintenue jusqu’à la fin du calcul. 
L’application des vitesses �� et �� d’une façon instantanée peut perturber le calcul et la 
convergence au début de la phase de roulement. Pour éviter cette perturbation, ces vitesses 
sont appliquées progressivement en utilisant la procédure « Smooth step ». Les vitesses �� et �� atteignent leurs valeurs maximales après 21 % de la distance parcourue. Leurs valeurs sont 
toutes les deux définies afin de pouvoir contrôler la valeur du pseudoglissement �� donnée 
pour des corps rigides par : 
 ξx = Vx − rωrVx  (139) 
Lors de cette même étape, la rotation de la roue autour de y est libérée, l’avance du rail dans la 
direction x commence. Ainsi, la roue et le rail peuvent successivement rouler et avancer. La 
charge normale CN est maintenue jusqu’à la fin du calcul.  
Le pseudoglissement transversal ξy est défini en imposant un angle de dérive α autour de l'axe 
z c’est-à-dire entre la roue et le rail (Figure 3. 1). Dû à cet angle, la vitesse de roulement de la 
roue ωr aura deux composantes ωrx et ωry respectivement le long des axes x et y, qui sont 
donnés par : 
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 ��� = −�� sin� (140) 
 ��� = �� cos� (141) 
Le spin est pris en compte automatiquement par la procédure de calcul. Il est dû aux 
géométries des corps en contact c’est-à-dire la conicité de la roue et la courbure du rail et à 
l’inclinaison du rail. 
3.2.4. Validation du modèle élastique 
Avant de présenter la solution, le modèle par éléments finis du contact roue-rail décrit dans 
section précédente nécessite d’être validé. En particulier, la sensibilité du maillage sur les 
grandeurs physiques étudiées, la validité du schéma d’intégration implicite ainsi que le temps 
nécessaire pour atteindre la stabilité seront évalués.  
3.2.4.1. Validation du maillage  
Afin de trouver le meilleur compromis entre la précision de la solution et le temps de calcul, 
l'influence de la taille du maillage sur les grandeurs caractéristiques a été évaluée. Cette 
évaluation est importante pour un modèle basé sur une discrétisation du domaine. Etant 
intéressé principalement par les grandeurs physiques liées au contact roue-rail roulant, la taille 
de maillage ne sera modifiée que sur la bande de roulement (Figure 3. 1). Ainsi, 5 tailles 
d’éléments différents dont la valeur sur la bande de roulement est comprise entre d1= 
1.3×1.3 mm et d5=0.35×0.35 mm ont été testées. Le temps de calcul avec le schéma implicite 
dépend du nombre total d’éléments dans le modèle tandis qu’avec le schéma explicite, il 
dépend aussi du pas de temps qui est proportionnel à la plus petite taille de maillage dans le 
modèle. Dans ce qui suit, l’influence de la taille du maillage est abordée seulement avec la 
méthode implicite DM dans le cas élastique. Une étude similaire utilisant la méthode explicite 
peut être trouvée dans [27]. L’étude est portée sur la solution du problème normal et tangent, 
c’est-à-dire la pression maximale Pmax, les dimensions de la zone de contact elliptique de 
demi-axes théoriques a et b et la contrainte de cisaillement en surface longitudinale ��. 
Le nombre total d’éléments dans le modèle ainsi que le temps de calcul correspondant à 
chacune des tailles de maillage utilisées sont reportés dans le Tableau 3. 2. Pour cette série de 
simulations, le pas de temps Δ� est égal à 3.7e-04 s. Il est évident que si ce pas est réduit, le 
temps de calcul sera plus long. 
Tableau 3. 2 : Temps de calcul pour différentes tailles de maillage 
Maillage Taille du maillage (mm) Nombre total d’éléments  Temps de calcul (min) 
d1 1.3×1.3 71247 52 
d2 1×1 125876 60 
d3 0.7×0.7 187293 200 
d4 0.5×0.5 382420 455 
d5 0.35×0.35 530722 940 
L’obtention de ces grandeurs par la méthode des éléments finis ne nécessite qu’une seule 
simulation pour chacune des tailles de maillage avec un temps de calcul raisonnable même 
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pour le maillage le plus fin. En revanche, l’étude des courbes de saturation multiplie le 
nombre des calculs par le nombre de points souhaités, soit environ 20 fois, ce qui multiplie 
aussi le temps de calcul par 20. Ceci rend l’étude de sensibilité très coûteuse surtout pour le 
maillage le plus fin d5. Pour cette raison, nous nous sommes limités dans l’étude de ces 
courbes au maillage d4. Le Tableau 3. 3 présente l’erreur relative entre les différents 
maillages et le maillage le plus fin d5 pour les grandeurs physiques liées au contact. 
Tableau 3. 3 : Erreur relative entre les différents maillages et le maillage le plus fin d5 
 d1-d5 d2-d5 d3-d5 d4-d5 
Semi-axe, a  12.2 % 6.3 % 2.3 % -0.3 % 
Semi-axe, b 11.4 % 9.5 % 6.6 % 4.7 % 
Pression de contact maximale, Pmax  -3.1 % -2.8 % -4.4 % -0.7 % 
Contrainte de Von Mises maximale, ����� -18.3 % -15.4 % -10.2 % -3.2 % 
Contrainte de cisaillement maximale en surface, ����� 21 % 15.3 % 13.8 % 3.3 % 
L’influence de la taille du maillage est mise en évidence dans le Tableau 3. 3 par la contrainte 
de cisaillement maximale en surface dans la direction longitudinale. L’erreur relative par 
rapport à d5 est comprise entre 3.3 % et 21 % respectivement avec les maillages d4 et d1. 
Etant donné que le temps de calcul est relativement faible, le maillage d4 induisant une erreur 
relative inférieure à 4.7 % est le meilleur compromis entre la précision de la solution et le 
temps de calcul pour l’étude des grandeurs liées aux problèmes de contact normal et tangent. 
Tableau 3. 4 : Erreur relative entre les différents maillages et le maillage d4 pour l’étude des 
courbes de saturation 
 d1-d4 d2-d4 d3-d4 
Force résultante en longitudinale �� 3 % 0.5 % 0 % 
Pente initiale de la courbe de saturation en longitudinal  2 % 0 % 0 % 
Limite de saturation supérieure en longitudinale  5 % 0 % 0 % 
Limite de saturation inférieure en longitudinale 3 % 0 % 0 % 
A cause du coût de calcul élevé que nécessitent les simulations avec d5, l’étude des courbes 
de saturation avec cette taille de maillage est inabordable. L’erreur relative est donc calculée 
entre d1, d2, d3 et le maillage d4. Le Tableau 3. 4 montre le résultat pour les grandeurs liées 
aux courbes de saturation dans la direction longitudinale. L’erreur relative est faible pour 
toutes les grandeurs (inférieure à 5 %). Cependant, les maillages inférieurs à d2 présentent 
une meilleure précision car l’erreur relative induite est pratiquement nulle. d2 est le maillage 
le plus avantageux en temps de calcul (voir le Tableau 3. 2), il est donc le meilleur compromis 
entre la précision et le temps de calcul pour l’étude des courbes de saturation. 
3.2.4.2. Validation du schéma d’intégration implicite 
L’étude dynamique des problèmes non-linéaires avec les schémas d’intégration temporelle 
implicites du logiciel Abaqus utilise différentes stratégies numériques pour calculer la réponse 
transitoire ou quasi-statique d’un système donné. En fonction de l’application qu’on veut 
étudier, la quantité d’amortissement numérique liée au pas de temps dépend du choix de la 
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des courbes de saturation où des simulations répétées avec différentes valeurs de 
pseudoglissement doivent être effectuées.  
Afin de trouver le meilleur compromis entre la précision de la solution et le temps de calcul, 
l’effet de la taille du pas de temps sur les grandeurs physiques du problème normal et 
tangentiel a été évalué. Le Tableau 3. 5 montre le temps de calcul pour les différents pas de 
temps fixés pendant l’étape du roulement de la roue sur le rail. La taille de maillage pour cette 
série de simulations est d4=0.5 mm. Le Tableau 3. 6 montre l’erreur relative sur les grandeurs 
physiques étudiées entre différents pas de temps (Δ�1,Δ�2 et Δ�3) et le pas le plus petit Δ�4.  
Tableau 3. 5 : Temps de calcul pour différents pas de temps implicites 
Pas de temps Taille du pas de temps (s) Nombre d’incréments Temps de calcul (min) Δ�1 3.7e-04 70 455 Δ�2 2e-04 87 560 Δ�3 1e-04 128 630 Δ�4 2e-05 453 1770 
Tableau 3. 6 : Erreur relative entre différents pas de temps (Δ�1,Δ�2,Δ�3) et le pas le plus 
petit Δ�4  
 Δ�1- Δ�4 Δ�2- Δ�4 Δ�3- Δ�4 
Pression de contact maximale, Pmax -2.5% -0.6% 0.3% 
Semi-axe, a  10.3% 0% 0% 
Semi-axe, b 0% 0% 0% 
Contrainte de Von Mises maximale, ����� 31.5% 10.6% 0.7% 
Contrainte de cisaillement maximale en 
surface, ��max  8% 8% 6% 
Force résultante en longitudinale, �� 27.2% 17.3% 7% 
L’influence de la taille du pas de temps est mise en évidence par la contrainte maximale de 
Von Mises et par le semi-axe a qui donnent respectivement une erreur relative de 31.5 % et 
10.3 % avec Δ�1. Bien que Δ�3 donne des erreurs relatives faibles pour toutes les grandeurs 
physiques étudiées (entre 0% et 6%) avec un temps de calcul relativement faible, l’oscillation 
de la force tangentielle est toujours présente avec ce pas de temps comme on peut le voir sur 
la Figure 3. 7(b)-(e). Ces oscillations n’influent pas beaucoup sur les grandeurs physiques 
étudiées, notamment sur les contraintes de cisaillement en surface et les forces résultantes, 
mais rendent le résultat moins attirant et moins facile à comparer avec les autres méthodes 
numériques. Afin d’éviter au maximum ce bruit numérique, le pas Δ�4 est choisi pour l’étude 
du problème normal et tangent. En revanche, pour l’étude des courbes de saturation, 
l’influence du pas de temps est mise en évidence par la force résultante en longitudinale �� 
qui donne une erreur relative égale à 27.2 %, 17.3% et 7% respectivement avec Δ�1, Δ�2 et Δ�3. Cet écart se traduit sur la courbe de saturation en longitudinale par une différence 
relativement élevée des pentes initiales données par ces différents pas comme on peut 
observer sur la Figure 3. 9. Ainsi, présentant l’erreur relative la plus faible, le pas de temps 
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3.2.5. Solution en élasticité 
Un modèle EF 3D de contact roulant entre une roue S1002 élastique conique et un rail UIC60 
élastique a été développé en utilisant la technique décrite dans la section 3.2.3 Afin de vérifier 
certains phénomènes difficiles à observer avec ce modèle à cause de la dissymétrie des efforts 
tangentiels due au spin, un deuxième couple avec une géométrie plus simple composé d’un 
cylindre roulant sur un rail UIC60 non-incliné est aussi testé. Ce dernier ne présente aucun 
effet de spin ce qui rend également la comparaison entre les différentes méthodes numériques 
plus directe. Dans ce qui suit, les résultats de calcul liés au problème normal et tangentiel 
seront présentés et comparés avec la solution fournie par le logiciel CONTACT [60]. La 
solution est extraite à la distance d3= 115 mm du début du rail (voir Figure 3. 10). 
Dans le choix d’une approche de résolution par éléments finis d’un problème dynamique avec 
différentes sources de non-linéarités, le coût de calcul et l’efficacité d’une méthode à gérer les 
non-linéarités du problème tout en fournissant une solution stable, sont des aspects très 
importants. Dans certains cas le choix entre la méthode implicite et explicite est trivial, mais 
dans plusieurs autres cas comme l’étude du contact roue-rail roulant, le choix dépend du 
résultat qu’on souhaite avoir. Dans ce travail, les deux schémas explicite et implicite seront 
utilisés et comparés. Le pas de temps critique en explicite calculé avec l’expression (132) est 
égal à ∆���=6.41e-08 s. Le pas de temps implicite est choisi suite à l’étude de sensibilité 
réalisée dans la section 3.2.4.2. A cause du temps de calcul conséquent nécessaire pour 
l’étude des courbes de saturation, un seul schéma d’intégration temporelle, celui qui sera 
validé en élasticité, sera utilisé ensuite pour l’étude des courbes de saturation en élasto-
plasticité. 
3.2.5.1. Solution du problème normal 
Dans ce qui suit la solution par éléments finis du problème normal sera présentée et comparée 
avec la solution de Hertz et celle du logiciel CONTACT. Afin de faciliter cette comparaison, 
les profils de la roue et du rail et leur disposition sont choisis de façon à pouvoir assurer une 
zone de contact elliptique (voir section 3.2.2). Les grandeurs physiques étudiées dans cette 
partie sont principalement la pression du contact et les dimensions de l’ellipse de contact.  
La Figure 3. 11 montre la distribution de la pression de contact durant l’étape du roulement 
obtenue avec les différentes méthodes par éléments finis et comparée avec CONTACT. La 
solution par éléments finis est étudiée une nouvelle fois à un instant ��=8.14e-03 s du calcul 
de l’étape de roulement qui correspond à la distance �3=115 mm parcourue par la roue sur le 
rail (Figure 3. 10).  
La Figure 3. 11 montre un bon accord pour la distribution de la pression �� entre les 
méthodes par éléments finis et la solution de CONTACT. La forme de l’aire de contact est 
elliptique comme nous l’avons prévu précédemment. Le champ de pression est symétrique 
et la pression est maximale au centre de l’ellipse de contact. 
Cet accord est mieux observé sur la vue de coupe de la pression suivant l’axe y=0 (Figure 3. 
12), la pression maximale au centre est légèrement plus élevée avec les méthodes implicites. 
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La méthode des éléments finis et la méthode des éléments de frontière (CONTACT) sont 
basées sur une discrétisation du domaine d’étude, les dimensions de l’ellipse de contact 
dépendent de la nature de cette discrétisation et de la taille des éléments sur la surface de 
contact. Dans cette étude, ces éléments sont des carrés de côté 0.5 mm. Les semi-axes a et b 
de l’ellipse de contact ne peuvent donc être que des multiples de cette taille d’éléments.  
Le semi-axe b donné par CONTACT est égal à 5.25 mm ce qui correspond à la longueur de 
10.5 éléments. Ce résultat est très proche de la solution Hertzienne qui donne b=5.05 mm, soit 
la longueur de 10.1 éléments. Toutes les solutions par éléments finis donnent la même 
longueur b=5.5 mm légèrement supérieure d’une maille à celle donnée par CONTACT avec 
une erreur relative de 4.7%.  
Tableau 3. 7 : Solution du problème normal 
 Semi-axe a 
(mm) 
Semi-axe b 
(mm) 
Aire (mm²) 
 
Pression maximale 
(MPa) 
Hertz 6.66 5.05 104.7 1160 
CONTACT 6.75 5.25 111.3 1132 
Dynamique Explicite  7.25 5.5 125.2 1126 
Implicite QS 7 5.5 120.9 1158.3 
Implicite DM 7.25 5.5 125.2 1158.6 
Erreur relative Dynamique 
explicite / CONTACT (%) 
7.4% 
 
4.7% 12.4% -0.5% 
 
Erreur relative implicite 
QS / CONTACT (%) 
3.7% 4.7% 8.6% 2.2% 
Erreur relative implicite 
MD / CONTACT (%) 
7.4% 4.7% 12.4% 2.2% 
Le semi-axe a donné par CONTACT est égal à 6.75 mm correspondant à la taille de 13.5 
éléments. Cette longueur est également très proche de la solution Hertzienne qui donne 
a=6.6 mm ce qui est égal à la longueur de 13.2 éléments. Les méthodes par éléments finis 
explicite, implicite QS et implicite DM donnent respectivement a=7.25 mm, a=7 mm et 
a=7.25 mm conduisant à des erreurs relatives par rapport à CONTACT respectivement 
égalent à 7.4%, 3.7% et 7.4%. 
Cette erreur sur les dimensions de l’ellipse de contact peut en partie être expliquée par la 
violation de l’hypothèse des semi-espaces infinis quand la méthode des éléments finis est 
employée. Cette hypothèse est en effet la condition de base de la théorie exacte de Kalker 
implémentée dans le logiciel CONTACT, les corps en contact sont considérés comme des 
semi-espaces infinis. Or, avec la méthode des éléments finis, les corps sont définis par la 
géométrie de la roue et du rail qui sont dans ce cas des corps finis. Plus les dimensions de ces 
corps tendent vers des semi-espaces infinis, plus la solution par éléments finis est proche de la 
solution CONTACT et plus l’erreur relative tendra vers zéro. Dans toutes les études par 
éléments finis, comme dans la présente étude, les dimensions réelles de la roue et du rail 
doivent être limitées (Figure 3. 1) dans le but de minimiser le nombre d’éléments, ce qui 
éloigne encore plus la solution par éléments finis de celle donnée par CONTACT et par Hertz. 
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L’erreur relative est encore plus élevée sur l’aire de contact qui est proportionnelle au produit 
a×b. Malgré cette erreur, la procédure de calcul par éléments finis n’influe pas beaucoup sur 
la valeur de la pression maximale. Le Tableau 3. 7 montre que la pression maximale donnée 
par les différentes méthodes par éléments finis est très proche de celle donnée par CONTACT 
avec une erreur relative maximale de 2.2%. 
En général, en prenant en compte l’erreur due à la discrétisation, la solution du problème 
normal avec les différentes méthodes par éléments finis est en bon accord avec CONTACT et 
la solution Hertzienne. 
L’analyse des pressions montre que les écarts de surface mal déterminés par la discrétisation 
ne sont pas le bon critère pour différencier les résultats. La méthode des éléments finis, en 
principe plus précise puisqu’elle permet d’aborder la plasticité, est impactée par les conditions 
aux limites car celles cis ne peuvent pas être prises assez loin du contact. Il n’y a donc pas de 
modèle idéal. Avec les éléments finis, on va pouvoir aborder la plasticité, mais avec modestie 
sachant que les contraintes sont déterminées à 5% près.  
3.2.5.2. Contraintes de Von Mises 
Le critère de plasticité, ou critère d’écoulement plastique de Von Mises, permet de se 
positionner par rapport à la limite d’élasticité ��, c’est-à-dire de savoir si un matériau soumis 
à une certaine sollicitation se déforme plastiquement ou s’il reste dans son domaine. Ce critère 
est valable seulement pour des matériaux homogène et isotrope. 
La contrainte effective selon le critère de Von Mises est donnée par l’expression suivante : 
 ���� = 1√2�(�1 − �2)2 + (�2−�3)2 + (�3 − �1)2 (144) 
Avec �1 , �2, �3 les contraintes principales 
Ce critère est généralement utilisé pour évaluer les performances d’un matériau donné soumis 
à différents types de sollicitation. La Figure 3. 13 montre en vue de coupe suivant y=0, les 
contraintes de Von Mises en sous-surface avec différentes méthodes par éléments finis durant 
l’étape de contact normal (Figure 3. 13(a)-(b)-(c)) et durant l’étape de contact roulant (Figure 
3. 13(d)-(e)-(f)). 
Les solutions par éléments finis montrent un bon accord entre les différentes approches testées 
avec une contrainte de Von Mises maximale légèrement supérieure quand la procédure 
implicite est utilisée. En l’absence d’effort tangentiel, c’est-à-dire quand la roue et le rail sont 
en contact normal seul, la pression en surface due à la charge normale est élevée mais comme 
on peut voir sur la Figure 3. 13(a)-(b)-(c), la contrainte de Von Mises est maximale dans une 
zone en sous surface. Ce qui implique une plastification, si on se réfère à la limite d’élasticité 
de l’acier R900A, ���900�=489 MPa, à environ 1 mm en sous surface. La Figure 3. 14(a) 
montre qu’aucune plastification ne se produit en surface.  Ceci peut être expliqué par le critère 
de Von Mises qui tient compte des contraintes dans les trois directions de l’espace et non 
seulement dans la direction normale. 
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position centrée, devient plus élancée dans la direction du roulement lors de la mise en contact 
au boudin.  
 
Figure 3. 19 : Points et aires de contact en fonction de la translation arbitraire ty 
La pression de contact calculée avec la méthode des éléments finis est présentée sur la Figure 
3. 20 en fonction de la translation imposée ty. Le saut de contact est fidèlement reproduit avec 
notre modèle. La surface de contact garde la même forme elliptique et la pression de contact 
est conservée jusqu’à ty=11.4 mm. Au-delà de cette valeur, le contact prend place au boudin, 
l’aire de contact est élancée dans la direction longitudinale (direction du roulement) avec une 
importante élévation de la pression maximale de 1102 MPa jusqu’à 5647 MPa à ty=14.4 mm 
(en hypothèse élastique) pour la même charge par roue ��=75 kN. On peut conclure que la 
position transversale de l’essieu joue un rôle important dans l’étude du contact roue-rail. Sa 
modification impacte significativement la pression de contact ainsi que sa distribution. 
 
Figure 3. 20 : Pression et surface de contact en fonction de la translation ty avec la méthode 
des éléments finis 
b. Influence du pseudoglissement longitudinal �� (freinage et accélération) 
La valeur du pseudoglissement longitudinal ξx définit la condition opératoire du véhicule, 
c’est-à-dire si le véhicule est en situation de freinage (quand ξx<0) ou d’accélération (quand ξx>0). Une troisième situation, en roulement libre, peut également exister lorsque ξx est égal à 
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nous avons vu dans la partie 3.2.5.1 que les limites du modèle ont une influence sur les 
contraintes normales calculées. 
Dans cette partie, le modèle par éléments finis validé dans la section précédente est étendu 
pour résoudre le problème du contact roue-rail roulant élasto-plastique. Le but étant d’étudier 
l’effet de la plasticité sur la contrainte de cisaillement au contact et sur les courbes de 
saturation. 
Une loi à écrouissage isotrope non-linéaire est utilisée dans ce travail. Les paramètres du 
matériau sont issus d’un essai de traction réalisé au sein de TataSteel sur l’acier R900A (voir 
l’annexe C). La limite d’élasticité de ce matériau est ���900�=489 MPa. Certains points sur la 
figure de l’annexe C ont été enlevés dans Abaqus car ce dernier ne gère pas la phase de 
striction qui précède la rupture. Il est important de mentionner que cet acier est neuf et non 
écroui. Dans ce qui suit, la solution en élasto-plasticité pour le problème du contact normal et 
tangentiel sera présentée. Pour examiner l’influence de la plasticité sur le contact roue-rail, la 
solution élasto-plastique est comparée à la solution élastique. 
L’étude par éléments finis en élasticité a montré que, pour un pas de temps assez petit, la 
solution implicite DM du problème normal et tangentiel est en parfaite accord avec la solution 
implicite QS. Une seule de ces deux procédures sera donc utilisée par la suite. D’autre part, la 
solution explicite est parfois éloignée de la solution de référence donnée par CONTACT 
comme le cas des zones d’adhérence-glissement sur la Figure 3. 18 ou encore pour la courbe 
de saturation longitudinale sur la Figure 3. 26. Dans la suite de l’étude, la méthode des 
éléments finis sera finalement représentée dans la plupart des cas par la procédure implicite 
DM. Comme pour le modèle élastique, la solution élasto-plastique des problèmes normal et 
tangentiel est donnée pour un pseudoglissement longitudinal ��=-0.7 ‰ et un angle de dérive �=0 mrad. 
3.3.1. Contraintes 
La distribution des contraintes de Von Mises est examinée afin de vérifier si la déformation 
plastique se produit sur la zone de contact et en sous surface dans les conditions d’étude. En 
comparant les contraintes de Von Mises en surface en élasticité (Figure 3. 14) avec celles en 
élasto-plasticité (Figure 3. 30. (a)), on constate une baisse considérable de la contrainte 
maximale qui devient égale à 490 MPa sur presque toute la zone de contact. Compte tenu de 
la limite d’élasticité ���900�, on déduit que, contrairement au cas élastique, la déformation 
plastique se produit sur toute la surface de contact.  
La vue de coupe A-A sur la Figure 3. 30.(b) montre qu’une zone en sous surface plastifie 
également sous l’effet de l’effort tangentiel. La contrainte de cisaillement ��� suivant ce plan 
de coupe (Figure 3. 30.(c)) montre deux composantes de même taille et de même norme; une 
de traction et une de compression. Cette contrainte est maximale à une distance d’environ 3 
mm en sous surface et tend à disparaitre en surface. Ce résultat est également vérifié par Ma 
dans [86]. 
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Plusieurs travaux se sont ensuite succédés [90, 91, 92, 93] dont le but est d’avoir une 
meilleure compréhension du rôle de ce troisième corps et son influence sur le frottement et les 
différents mécanismes d’endommagement (usure, fissuration…). Cette compréhension est une 
étape essentielle avant l’introduction de tels effets dans les différents modèles numériques. 
Dans le cas du contact roue-rail, l’interaction entre les deux premiers corps conduit, sous 
certaines sollicitations, à une couche mince de troisième corps (voir Figure 3. 42) composée 
de particules d’acier détachées par usure des deux premiers corps. Ce troisième corps dit 
« naturel » se mélange en général avec un troisième corps « artificiel » composé des différents 
types de contaminant qui peuvent exister sur l’interface du contact roue-rail [1, 37, 38] 
comme les contaminants dus aux conditions climatiques (feuilles mortes, eau, gel...), les 
contaminants dus aux conditions opératoires (huile de lubrification, sable, graviers du 
ballast…) ou encore les polluants externes [90]. L’étude du troisième corps est une tâche 
complexe étant donné que l’interface du contact roue-rail est un champ d’interaction de 
plusieurs phénomènes et comportements de nature mécanique, physique, chimique et 
thermique. Berthier [90] a montré que l’écoulement d’une couche de troisième corps entre la 
roue et le rail, d’épaisseur allant de quelques micromètres jusqu’à des dizaines de 
micromètres, assure l’accommodation du glissement entre ces deux corps. La présence de 
cette couche assure aussi une certaine protection de la fissuration en surface et permet ainsi 
d’étendre la durée de vie de la roue et du rail. 
 
Figure 3. 42 : Couche de troisième corps identifiée sur la surface d’un rail [92] 
D’autre part, les différents essais réalisés sur banc, dont une synthèse est présentée par Hobbs 
[1] (voir aussi la section 1.3.2 du premier chapitre), ont montré l’important rôle joué par la 
contamination de la surface dans la baisse de la pente initiale des courbes de saturation. Par 
conséquent, la réduction des coefficients de Kalker, appliquée parfois de façon arbitraire par 
certains dynamiciens dans leur code de dynamique ferroviaire pour le calcul de la vitesse 
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vitesse ��. Un maillage hexagonal à 8 nœuds, identique à celui de la roue et du rail, est enfin 
défini. Tous les autres paramètres sont les mêmes que ceux définis dans le Tableau 3. 1.  
Le nombre total d’éléments dans le modèle étant augmenté à cause du maillage de la couche 
du troisième corps, le coût de calcul devient très élevé, ce qui rend encore plus lourde l’étude 
des courbes de saturation. Pour cette raison, l’étude du problème sera limitée dans la direction 
longitudinale. 
 
Figure 3. 44 : Modèle de contact roue-rail avec couche de troisième corps sur l’interface du 
rail 
La Figure 3. 45 montre les courbes de saturation dans la direction longitudinale avec la 
méthode des éléments sans et avec la présence d’une couche élastique de troisième corps sur 
l’interface du rail. Sans le troisième corps, la courbe est composée de trois zones avec un 
comportement différent : une première zone de micro-pseudoglissement qui correspond à la 
pente initiale de la courbe, en général, c’est dans cette zone que les coefficients de Kalker sont 
calculés car la roue et le rail adhèrent complétement (condition nécessaire pour satisfaire la 
théorie linéaire de Kalker [12]). Ensuite, une deuxième zone non linéaire de transition qui 
relie la partie de faibles pseudoglissements à celle des pseudoglissements élevés, l’aire de 
contact dans cette zone est composée d’une zone d’adhérence et une zone de glissement (voir 
un exemple sur la Figure 3. 18). Enfin, une troisième zone de macro-pseudoglissement dans 
laquelle la force longitudinale �� sature et les deux corps en contact sont en glissement total 
sur toute la zone de contact. En présence d’une couche élastique de troisième corps, on 
remarque deux effets notables : une baisse de la pente initiale de la courbe de saturation et un 
élargissement de la zone de transition qui conduit à un décalage de la limite de saturation pour 
cet exemple à environ 7.4 ‰ avec le troisième corps. Ces effets sont également vérifiés avec 
le modèle de Meierhofer [41].  
En suivant la même démarche que celle dans la section 3.1.3.4, c’est-à-dire en traçant les 
dérivées de la courbe de saturation et en calculant la différence de la pente initiale par rapport 
à la théorie linéaire, on peut déduire que le facteur de réduction dans la direction longitudinale 
dû à l’addition d’une couche de troisième corps élastique est environ égale à �11��=0.5.  
Les principaux paramètres caractéristiques de la couche élastique de troisième corps dans le 
modèle éléments finis sont son épaisseur ℎ et son module de cisaillement �. Afin d’évaluer 
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explicite et le schéma d’intégration implicite et la cohérence entre ces schémas est vérifiée en 
comparant le résultat avec celui donné par le logiciel de référence CONTACT. 
Ainsi, le problème du contact normal et tangentiel est étudié et les courbes de saturation sont 
analysées. Le résultat en élasticité est validé avec CONTACT. Les conclusions de cette étude 
sont les suivantes : 
• La solution implicite est sensible à la quantité d’énergie dissipée reliée à la taille du 
pas de temps. En effet, si le pas de temps n’est pas suffisamment petit, des oscillations 
à l’arrière de la zone de contact sont observées sur le rail. De plus, des oscillations des 
contraintes de cisaillement ont conduit à une solution largement différente de la 
solution de CONTACT, en particulier pour les zones d’adhérence/glissement. La taille 
du pas de temps doit être choisie donc avec soin par une étude de sensibilité avant 
l’étape validation. 
• La solution élastique du problème normal avec les différentes méthodes par éléments 
finis est en bon accord avec la théorie de Hertz et avec CONTACT pour la pression de 
contact maximale ainsi que la forme et la taille de la surface de contact. La solution 
élastique du problème tangentiel avec la méthode implicite est aussi en bon accord 
avec CONTACT pour les contours et vecteurs des contraintes de cisaillement au 
contact ainsi que pour les zones d’adhérence/glissement. La solution explicite 
dynamique montre un niveau de saturation plus élevé sur la zone de contact 
conduisant à une aire de glissement sur le bord d’attaque de cette zone. Cependant, la 
contrainte de cisaillement maximale au contact, premier responsable dans la 
détermination de l’initiation et de la propagation de la fissure ainsi qu’au 
développement de l’usure, n’est pas affectée par la méthode par éléments choisie et 
trouve un bon accord avec la solution donnée par CONTACT. 
• Sous l’effet de la déformation plastique, les contraintes maximales de Von Mises et la 
pression maximale sont réduites et l’aire de contact na plus une forme elliptique mais 
une forme d’œuf. En outre, la zone d’adhérence avec les différentes méthodes par 
éléments finis devient plus large et la contrainte maximale de cisaillement est 
légèrement réduite. 
• La pente initiale des courbes de saturation en élasticité dans la direction longitudinale 
et transversale avec la solution implicite est légèrement plus basse que celle de 
CONTACT et FASTSIM. Dans tous les cas, les pentes sont inférieures à la théorie 
linéaire de Kalker. Par conséquent, les coefficients de Kalker sont supérieurs à ceux 
donnés avec les méthodes numériques, en particulier avec la méthode des éléments 
finis implicite. Sous l’effet de la plasticité de l’acier R900A, les pentes initiales des 
courbes de saturation sont réduites de 37 % dans la direction longitudinale et de 54 % 
dans la direction transversale par rapport à la théorie linéaire, les coefficients de 
Kalker sont ainsi encore plus réduits que ceux déduits de la solution élastique par 
éléments finis. Cependant, la validité de ces résultats doit être confirmée avec d’autres 
études dans d’autres situations de contact comme pour des couples roue-rail différents 
afin de pouvoir déduire le niveau de réduction à appliquer dans les codes de 
dynamique ferroviaire. De plus, dans notre cas d’étude, la plasticité de l’acier R900A 
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réduit la pente initiale des courbes de saturation. La comparaison avec un acier de 
meilleures caractéristiques mécaniques (l’acier 350HT) a montré qu’en augmentant 
la limite d’élasticité du matériau, la déformation plastique diminue et la courbe de 
saturation retrouve la même allure que celle donnée par la solution élastique.  
• L’introduction dans le modèle par éléments finis d’une couche de troisième corps 
d’épaisseur ℎ=125 microns et de module de cisaillement � cent fois plus faible que 
l’acier réduit la pente initiale de la courbe de saturation dans la direction longitudinale 
et élargit sa zone de transition des micro-pseudoglissements aux macro-
pseudoglissements. Une étude paramétrique a montré que l’effet sur ces deux zones 
augmente avec la réduction du module de cisaillement et l’augmentation de l’épaisseur 
de la couche. De plus, la prise en compte dans le modèle du comportement plastique 
du troisième corps a montré que celui-ci réduit encore plus la pente initiale en 
comparaison avec la solution donnée avec une couche élastique. Lorsque la limite 
d’élasticité de cette couche diminue, la pente initiale est davantage réduite et la zone 
de transition s’élargit considérablement. 
Ainsi, basée sur la méthode des éléments finis, la démarche proposée dans ce chapitre permet 
d’estimer des corrections à appliquer aux coefficients de Kalker qui tiennent en compte de la 
géométrie 3D des corps en contact et du comportement élasto-plastique des corps en contact 
ainsi que de la présence d’une couche de troisième corps sur l’interface entre la roue et le rail. 
On présentera dans le prochain chapitre l’introduction de ces corrections dans le code de 
dynamique ferroviaire VOCO afin d’évaluer leur influence sur la dynamique globale du 
véhicule et sur la vitesse critique. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
124 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
125 
 
 
 
 
 
 
 
Chapitre 4  
Application à la dynamique du véhicule en 
ferroviaire avec le code VOCO 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Chapitre 4 : Application à la dynamique ferroviaire 
 
126 
 
Introduction  
En raison du temps de calcul très important que nécessitent les méthodes décrites dans les 
deux chapitres précédents (la méthode des éléments de frontière et la méthode des éléments 
finis), leur implémentation directe dans les logiciels de dynamique ferroviaire reste jusqu’à ce 
jour impossible3. Le modèle de contact adopté par ces codes est généralement basé sur des 
formulations semi-analytiques qui découlent des théories simplifiées de Kalker. Les forces 
tangentielles au contact sont calculées à partir de la théorie linéaire en fonction des 
coefficients de raideur de Kalker. Bien que beaucoup plus rapide que la plupart des autres 
modèles de contact, les méthodes semi-analytiques sont limitées au contact élastique entre 
deux corps lisses. Elles ne permettent donc pas de décrire fidèlement la réalité physique du 
contact roue-rail vu qu’elles ne prennent pas en compte d’une part, la déformation plastique 
subie par la roue et le rail lors de la circulation du train et d’autre part, l’existence d’une 
couche de troisième corps naturelle ou artificielle à l’interface du contact roue-rail. Pour tenir 
compte de ces effets dans l’étude de la dynamique globale du véhicule, certaines équipes 
appliquent, dans leur code de dynamique ferroviaire, une correction aux coefficients de 
Kalker systématique et égale à 50% de leurs valeurs classiques [43]. Entre l’application ou 
non d’une telle correction, les forces au contact et par conséquent la dynamique du véhicule, 
sont fortement et directement impactées. 
Dans ce chapitre, après revue des phénomènes de déraillement et de délestement qui peuvent 
entraîner une perte de sécurité, une étude de stabilité du véhicule ferroviaire est réalisée en 
utilisant le code de dynamique ferroviaire VOCO. L’influence sur la vitesse critique de 
différents facteurs de réduction des coefficients de Kalker ��� est étudiée. En particulier, 
l’influence des facteurs de réduction déduits de l’étude par éléments finis du chapitre 
précédent sous l’effet de l’élasto-plasticité et de l’addition d’une couche élastique et mince sur 
l’interface du rail est évaluée. Elle conduit à ouvrir des perspectives expérimentales pour la 
détermination plus précise de la limite d’élasticité en sous-couche du contact et pour la 
mesure d’une épaisseur et d’un module représentatifs d’une couche régulière de troisième 
corps.  
4.1. Généralités sur la dynamique ferroviaire 
La dynamique ferroviaire concerne l’étude des phénomènes qui font intervenir la dynamique 
du véhicule ferroviaire et son interaction avec la voie. L’objectif principal de cette étude est 
d’assurer aux passagers un maximum de sécurité et de confort même dans les conditions de 
circulation les plus sévères. Ces phénomènes, dont l’ordre de fréquence ne dépasse pas les 20 
hertz, sont gouvernés principalement par la dynamique latérale du véhicule faisant intervenir 
les non-linéarités dues au contact roue-rail. La sécurité et le bien-être des passagers sont 
considérés, par les constructeurs et les sociétés de gestion de l'infrastructure ferroviaire, 
depuis longtemps comme des enjeux fondamentaux faisant du transport ferroviaire l’un des 
moyens de transport le plus sûr d’Europe [98]. Avant qu’un matériel roulant ferroviaire ne 
                                                            
3 Sauf à les substituer pendant quelques pas de temps après convergence vers un équilibre obtenu par les 
méthodes semi-analytiques, pour obtenir un état d’équilibre plus précis 
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soit mis en circulation commerciale, il est soumis à plusieurs essais dits d’homologation afin 
de déterminer les risques qui peuvent intervenir en dynamique ferroviaire dont les plus 
important sont : le déraillement (sortie des roues de la voie) le renversement (soulèvement de 
la roue d’un côté du véhicule) et le déripage de voie (déplacement transversal de la voie 
provoquant sa déformation irréversible). Heureusement, très peu de déraillements se 
produisent réellement. Néanmoins, les déraillements de véhicules à passagers conduisent 
souvent à la perte de vies humaines, les nouvelles de ces événements ont un impact énorme 
sur l'opinion publique, mettant en péril ce sentiment de sécurité qu’il est important pour les 
passagers d'avoir à l'égard du voyage dans le train. Une parfaite connaissance des paramètres 
caractérisant la dynamique latérale en ferroviaire est donc nécessaire. 
4.1.1. Inscription en courbe  
Le risque de déraillement en courbe est d’abord la conséquence de l’usage de l’essieu 
biconique d’une façon classique : avec des suspensions primaires qui contrecarrent l’effet 
favorable d’orientation du bicône. L’inscription en courbe du bogie classique est décrite en 
Figure 4. 1 avec un angle de dérive défavorable au guidage par les forces tangentielles 
transversales qui pourraient sur ce dessin guider la roue avant gauche. L’essieu avant, ou 
essieu d’attaque, est en situation sous-vireuse. Une partie de cet effet peut être compensée par 
la forme concave de la roue et par le déport latéral du point de contact vers l’intérieur de la 
voie. La roue opposée voit le même angle de dérive que la roue d’attaque et elle génère une 
force de dérive de même signe (vecteurs transversaux sur essieu 1 Figure 4. 1). Pour les 
courbes les plus serrées, la roue d’attaque prend son équilibre en général entre deux contacts, 
l’un sur la table, l’autre au boudin. L’effort normal sur ce boudin, généralement incliné à 70°, 
est nécessaire pour guider l’ensemble dans une position dite quasi-statique. Néanmoins, la 
présence de dérive et d’un fort spin à cet endroit est susceptible de faire monter la roue.  
 
Figure 4. 1 : Bogie en prise de courbe 
Les pseudoglissements sur les contacts dans cette configuration sont généralement élevés, les 
hypothèses sur l’adhérence disponible ont une grande importance sur l’équilibre final des 
forces mais il peut y avoir aussi un effet des hypothèses sur les courbes de saturation.  
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En ce qui concerne l’essieu 2, il est parfois sur-vireur, parfois neutre, selon l’architecture du 
bogie et la valeur de la courbe. Dans ce cas, il peut générer des efforts longitudinaux 
important comme sur la Figure 4. 1, tandis que l’essieu 1 voit plutôt ses efforts saturés par le 
pseudoglissement de dérive.   
La détermination de ces équilibres en courbe est le premier objectif du calcul avec les codes 
multi-corps. La prise en compte de tous les degrés de liberté de tous les solides permet de 
tenir compte également de l’équilibre en roulis, qui va jouer sur les charges verticales Q donc 
à son tour sur les efforts tangents au contact.  
Lors de la prise d’une courbe, le véhicule est soumis à une force centrifuge liée à 
l’accélération et inversement proportionnelle au rayon de la courbe. Cette force tend à pousser 
le véhicule vers l’extérieur de la courbe conduisant à des efforts latéraux qui peuvent être la 
source d’un inconfort des voyageurs ayant ressentis cette poussée et qui peuvent aussi 
présenter un danger au-delà d’une certaine vitesse (dégradation de la voie ou déraillement du 
véhicule). Pour compenser entièrement ou partiellement cette force, la voie est posée avec un 
angle caractérisé par une surélévation de la file de rail extérieure à la courbe. Cette 
surélévation est appelée dévers (Figure 4. 2). 
 
Figure 4. 2 : Présentation d’un véhicule en prise de courbe 
Le dévers théorique D est calculé pour compenser exactement la force centrifuge à une vitesse 
donnée par la formule suivante : 
 � = 2� �2�� (148) 
4.1. Généralités sur la dynamique ferroviaire 
129 
 
Avec � le demi-écartement entre les rails, � la vitesse du train, � le rayon de la courbe et � la 
pesanteur. 
En pratique, la vitesse des trains sur une ligne est en général variable, elle dépend de la nature 
du tain en circulation dans le cas où la ligne est mixte (fret, TGV…). Elle est même nulle dans 
le cas où le train est à l’arrêt dans une courbe, et jusqu’à la vitesse de définition on sera en 
excès de dévers. Le dévers étant limité à 160 mm sur les lignes classiques et à 180 mm sur les 
lignes nouvelles [98], ces valeurs ne sont en général pas assez pour compenser, pour les trains 
les plus rapides, la force centrifuge qui donne la sensation aux passagers d’être poussé à 
l’extérieur de la courbe : le véhicule est dit en insuffisance de dévers. Dans ce cas, deux 
solutions peuvent être envisagées : augmenter le rayon des courbes ou diminuer la vitesse du 
train. 
Pour les trains les plus lents ou quasiment à l’arrêt dans une courbe, la force résultante � (voir 
Figure 4. 2) exerce sur le rail intérieur un effort Q plus élevé que celui exercé sur le rail 
extérieur. Cette situation d’excès de dévers est défavorable à la tenue de la roue d’attaque.  
En dehors du risque de renversement provoqué par une trop forte baisse d’un des efforts Q, 
ces efforts conditionnent l’établissement des efforts Y par le biais de l’adhérence. 
4.1.2. Déraillement 
Le risque de déraillement n’est classiquement considéré que pour la roue déraillante seule, 
dans le cas limite d’un contact unique saturé au boudin, avec perte du contact sur la table. 
C’est en considérant l’équilibre de l’essieu complet qu’on en vient à prendre en compte le 
contact sur la table de la roue poussante, éventuellement non saturé, donc sensible aux 
coefficients ���.  
Equilibre de la roue d’attaque 
Le mécanisme de déraillement se produit lorsque le boudin de la roue entre en contact avec le 
rail, sous l’action de l’adhérence, la roue monte sur la table de roulement du rail provoquant 
une perte de guidage du véhicule et sa sortie de la voie. La montrée de la roue ne peut se 
produire qu’avec une valeur excessive du rapport Y/Q. Plusieurs critères permettent de 
qualifier le risque de déraillement d’un matériel roulant [99, 100, 101, 102]. La plupart de ces 
critères découlent de la relation de Nadal [99] établie en 1896. Cette relation donne une limite 
du ratio Y/Q entre la force transversale et la force verticale qui peut être transmise à une roue 
sans engendrer un risque de déraillement (voir Figure 4. 3). Cette relation est donnée en 
fonction du coefficient de frottement � sur le boudin qui peut être différent de celui des autres 
régions de la roue et en fonction de l’angle maximum au boudin ���� par la formule 
suivante : 
 
�� = tan � − �1 + � tan � (149) 
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Y/Q obtenu sur la roue d’attaque de l’essieu avant dans deux cas ; les coefficients K=1 et 0.5. 
La Figure 4. 4 montre que le rapport Y/Q calculé avec les coefficients classiques k=1 dépasse 
le critère de Nadal en sortie de courbe après une distance parcourue égale à 162 m. En 
réduisant ces coefficients par K=0.5, le pic du rapport Y/Q baisse de 1.27 à 1.08 mais reste en 
dessus de la limite du critère de Nadal égal dans ce cas à 0.94. 
La simulation commence par 50 m de ligne droite suivie par 30 m de clothoïde puis une 
courbe établie sur une soixantaine de mètre jusqu’à une clothoïde de sortie comprenant un 
défaut local pour accentuer le gauche. L’ensemble du véhicule est inscrit en courbe de façon 
quasi-statique sur une quarantaine de mètre une fois que le dernier essieu du deuxième bogie a 
atteint la courbe. Dès que l’essieu d’attaque entre dans le gauche de sortie, la diminution de la 
charge Q sur la roue d’attaque conduit à un pic du rapport Y/Q. Il y a un dépassement du 
critère de Nadal mais pas de déraillement. 
Sur ce cas particulier, on peut en conclure que la réduction des coefficients de Kalker réduit 
légèrement le rapport Y/Q dans la zone délicate et diminue le risque de déraillement du train 
selon le critère de Nadal. 
4.2. Vitesse critique  
L’étude de la stabilité en dynamique ferroviaire est une étape très importante dans la 
conception du bogie et du véhicule ferroviaire. Plusieurs auteurs ont étudiés depuis le 19ème 
siècle, le mouvement dynamique du véhicule et ont essayé de trouver la solution des 
problèmes liés à la stabilité du véhicule comme le phénomène de lacet connu aussi sous son 
appellation anglaise « hunting motion », il s’agit d’un mouvement d’oscillations transversales 
instables qui est essentiellement dû à une vitesse trop élevée pour l’asservissement mécanique 
constitué du bicône ferroviaire. A partir d’une certaine vitesse, dite critique le régime des 
oscillations en réponse à une amplitude de défaut donnée devient permanent et leurs 
amplitudes s’amplifient, ce qui peut avoir des conséquences graves sur la sécurité des 
passagers (ripage de voie et risque de déraillement) et gêner leur confort. La détermination de 
cette vitesse critique est donc un point très important à prendre en considération par les 
dynamiciens en ferroviaire. C’était le point clé des recherches qui ont pu mener à la 
conception optimisée des trains à très grande vitesse, dans les années 70, en accompagnement 
des programmes de TGV japonais, allemands et français. Knothe [106] a fait une synthèse des 
travaux réalisés durant le 20ème siècle sur l’étude de stabilité en ferroviaire.  
Par la suite, les différentes méthodes qui permettent le calcul de la vitesse critique seront 
présentées et seulement celles qui sont capables d’étudier un bogie ou un train complet seront 
retenues pour la suite de l’étude. 
4.2.1. Méthode analytique 
Pour un essieu seul avec des suspensions primaires �� et �� respectivement dans la direction 
longitudinale et transversale comme représentées sur la Figure 4. 5, le problème est 
relativement simple et la solution peut être obtenue analytiquement en résolvant l’équation du 
mouvement qui régit le système. En considérant seulement les suspensions primaires de 
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l’essieu et en négligeant l’effet du spin, l’équation dynamique peut s’écrire sous sa forme 
matricielle de la manière suivante : 
 �� 0
0 ���� ��̈�̈� + ⎣⎢⎢
⎡2��� 0
0
2�2��� ⎦⎥⎥
⎤ ��̇�̇� + � �� −����� �� �2��� ���� = �00� (150) 
Avec : � le déplacement transversal de l’essieu � l’angle de dérive � masse de l’essieu ��� moment d’inertie �� = ����11 donné à partir de la théorie linéaire de Kalker �� = ����22 donné à partir de la théorie linéaire de Kalker �� raideur de suspension primaire dans la direction longitudinale �� raideur de suspension primaire dans la direction transversale � rayon de roulement � conicité de la roue � demi-écartement entre les rails � Vitesse du train  
 
Figure 4. 5 : Représentation des forces au contact d’un essieu [107] 
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Les forces de contact sont prises en compte dans l’équation (150) à partir de la théorie linéaire 
de contact. L’addition de ces forces dans la matrice d’amortissement et de rigidité rend le 
système instable au-delà de la vitesse critique ��. En supposant que les coefficients de Kalker �11 et �22 sont égaux, on obtient �� = �� = �. En remplaçant dans (150), ��� par ��2 puis 
en appliquant le critère de stabilité de Routh, on peut montrer que la vitesse critique est 
donnée par : 
 �� = � 2�2��(�� + ��)
4�2�� − ������ − ���2  (151) 
La démonstration complète n’est pas présentée ici mais peut être trouvée dans plusieurs 
références comme [107]. L’expression de la vitesse critique (151) donne une idée sur les 
paramètres associés à l’étude de stabilité et indique la manière d’agir sur ces paramètres pour 
augmenter cette vitesse. En particulier, on constate que la vitesse critique est sensible à 
quelques paramètres qu’on peut contrôlés comme la conicité de la roue, le demi-écartement 
ou encore les coefficients de Kalker.  
Lorsque l’étude de stabilité concerne le bogie ou le train complet, le calcul devient beaucoup 
plus complexe et la vitesse critique est généralement déterminée numériquement à l’aide d’un 
code multicorps.  
4.2.2. Méthode de « Ramping » 
Le « Ramping » est une méthode numérique utilisée communément par les dynamiciens pour 
estimer assez rapidement la vitesse critique du véhicule ferroviaire : On applique à un modèle 
excité transversalement, une rampe de vitesse croissante ou décroissante; la vitesse critique 
est celle pour laquelle les oscillations ou les instabilités apparaissent ou disparaissent. 
La méthode de ramping en accélération ou en décélération a été testée en similitude par 
l’équipe du LTN dans les années 80, sur maquettes à échelle réduite, sur une voie parfaite 
constituée d’un grand volant d’essai, la roue de Grenoble. L’excitation se faisait par une 
impulsion de force sur le bogie de façon à dévier l’essieu de sa position centrale ; l’expérience 
a montré que la réponse à une seule impulsion suivie d’une décélération, permettait de 
reproduire une vitesse critique répétable.  
La méthode de ramping en décélération (rampe de vitesse décroissante) après excitation par 
un défaut de voie transversal, a été adoptée par la suite par simulation temporelle. 
Elle est utilisée dans ce travail avec le code de dynamique ferroviaire VOCO. On choisit pour 
cette étude le véhicule de référence en termes de comparaison inter-code, celui du benchmark 
de Manchester [105] composé d’une caisse, deux bogies et 4 essieux comme le montre la 
Figure 4. 6. Le choix de ce modèle simple et quasi-linéaire (en pratique celui d’une voiture à 
voyageur type EUROFIMA, correspondant aux voitures CORAIL) permet de mieux mettre en 
évidence les paramètres qu’on veut étudier sans tenir compte d’effets secondaires liés au 
véhicule. Afin de pouvoir appliquer les résultats de la méthode des éléments finis du chapitre 
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Légèrement sensible à la décélération choisie et à la forme du défaut initial, le Ramping reste 
une méthode imprécise qui néanmoins permet de donner une bonne approximation de la 
vitesse critique, surtout quand le véhicule est assez simple comme c’est le cas avec le 
Benchmark Manchester. D’autres méthodes plus complexes peuvent être utilisées afin de 
déterminer avec plus de précisions cette vitesse comme par traçage du diagramme de 
bifurcation [108]. Dans ce cas, la méthode du ramping peut servir à fixer le domaine d’étude, 
c’est-à-dire les vitesses maximale et minimale. 
Sur le terrain, la méthode du ramping est impossible à mettre en œuvre et elle est à peu près 
inconnue des dynamiciens expérimentaux pratiquant sur des véhicules réels.  
4.2.3. Diagramme de bifurcation 
True [108] a présenté l’analyse avec le diagramme de bifurcation comme étant la bonne 
démarche à suivre pour trouver la vitesse critique. Sa méthode est efficace pour trouver les 
attracteurs multiples qui peuvent exister. Cependant, dans cette partie, on s’intéresse 
seulement au point de bifurcation le plus bas qui correspond à la vitesse critique. L’idée 
principale est de lancer, avec un code de dynamique ferroviaire, plusieurs simulations de 
quelques dizaines de secondes de temps réel d’un train, roulant sur une voie présentant un 
défaut, avec des vitesses initiales constantes �, puis, récupérer une fois l’état stationnaire 
établi, l’amplitude maximale du déplacement transversal pseudopériodique �� pour laquelle 
les oscillations se stabilisent. En pratique, toute irrégularité des rails va conduire au-delà de la 
vitesse critique à l’instabilité du train lors de sa circulation. La vitesse critique dépend des 
conditions initiales imposées. Si la perturbation appliquée est faible, l’essieu va converger 
vers l’attracteur central et la vitesse critique risque d’être surestimée. Afin de la déterminer au 
mieux, on se mettra par la suite dans les conditions les plus défavorables. Ainsi, on considère 
pour toutes les simulations un défaut d’alignement horizontal dans la voie d’amplitude 
maximale de 0.01 m, alors que le demi-écartement aux boudins est de 7 à 8 mm : le contact au 
boudin est en général assez violent, et lorsqu’on dépasse la vitesse critique, l’essieu rebondit 
d’un boudin à l’autre.  
Le diagramme de bifurcation du véhicule sur les géométries de contact précédemment décrits 
est représenté sur la Figure 4. 8 pour les coefficients de Kalker classiques (non corrigés). 
Lorsque la vitesse � est inférieure à la vitesse critique, l’amplitude des oscillations latérales à 
la fin de la simulation est nulle. Le train tend à se stabiliser rapidement. La vitesse critique �� 
est la vitesse pour laquelle l’amplitude des oscillations latérales varie brusquement de zéro à 
environ ��=6.2 mm, c’est-à-dire ��=280 km/h. Au delà de cette vitesse, l’amplitude des 
oscillations à la fin de chaque simulation devient de plus en plus élevée. La solution est 
décrite en tant que périodiquement stable. Comme on peut le constater, la valeur de la vitesse 
critique est très proche de celle obtenue avec la méthode « Ramping » malgré le manque de 
précision de cette dernière en comparaison avec le diagramme de bifurcation. 
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Particularité du code VOCO, la saturation des forces tangentielles est atteinte avec une 
formulation analytique nommée CHOPAYA [82, 109] qui prend en compte le 
pseudoglissement de spin : 
 
����� = 1 − �−�� (155) 
Avec �� = ���2+��2, �� = ���̅2 + ��̅2 ;��̅ et ��̅ sont les pseudoglissements réduits. 
La différence constatée entre certaines mesures expérimentales et la théorie classique de 
Kalker (voir la Figure 1. 15) a conduit certaines équipes de dynamique à appliquer, dans leur 
code de dynamique ferroviaire, une correction aux coefficients de Kalker, arbitrairement 
choisie, équivalente dans certains cas à �=0.5 [43] et dans d’autres à �=0.6 [110] ou encore à �=�/0.6 [38]. Certains codes multicorps comme NUCARS autorisent un changement de la 
valeur par défaut de cette réduction fixée à 100%, c’est-à-dire aucune correction n’est 
appliquée, à travers un paramètre %KALKER. C’est avec une démarche similaire que nous 
avons appliqué dans l’algorithme de contact du logiciel VOCO différents coefficients 
réducteurs ��� afin d’étudier l’influence de la réduction des coefficients de Kalker sur la 
vitesse critique du véhicule. Certains de ces facteurs sont arbitraires, d’autres sont déduits de 
la solution de notre modèle par éléments finis. Les coefficients ���� résultants de cette 
réduction sont donc donnés par : 
 ���� = ������ (156) 
Dans le chapitre précédent, nous avons montré que la solution élastique par éléments finis à 
partir d’un modèle de contact roue-rail 3D réduit la pente initiale des courbes de saturation par 
rapport à la théorie linéaire, et par conséquent les coefficients de Kalker, de 28 % dans la 
direction longitudinale et de 44 % dans la direction transversale pour les cas de contact 
étudiés, reproduits ici en réutilisant les mêmes roues et rails. Ceci nous permet de proposer les 
coefficients de réduction �11�=0.72 et �22�=0.56 appliqués respectivement aux coefficients �11 et �22. Nous avons aussi montré que la prise en compte de l’élasto-plasticité des corps en 
contact réduit la pente initiale des courbes de saturation par rapport à la théorie linéaire de 37 
% dans la direction longitudinale et de 54 % dans la direction transversale. Par conséquent, les 
coefficients réducteurs proposés dus à la plasticité sont de �11��=0.63 et �22��=0.46. Nous 
avons aussi montré qu’une couche élastique en interface entre la roue et le rail d’épaisseur ℎ�=125 �� et de module de cisaillement �=820 Mpa réduit le coefficient �11 par �11��=0.5. 
On suppose que le coefficient de réduction identifié dans la direction longitudinale est aussi 
valide dans la direction transversale. Dans les deux cas, on suppose que �23 est égal à �22. 
Pour tous les autres cas, on considère que la réduction s’applique de la même manière dans les 
différentes directions, c’est-à-dire que  �11 = �22 = �23 = �. 
La Figure 4. 9 montre les diagrammes de bifurcation obtenus pour différents facteurs de 
réduction � qui varient de 0.9 jusqu’à 0.5. 
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Le Tableau 4. 1 montre que la vitesse critique diminue quand la réduction appliquée aux 
coefficients de Kalker augmente. En d’autres termes, les coefficients de Kalker classiques 
surestiment la vitesse critique. Bien que certaines équipes appliquent dans leur algorithme de 
contact des corrections aux coefficients de Kalker, la plupart des autres dynamiciens en 
ferroviaire négligent l’effet des facteurs de réduction et gardent simplement la valeur de �=1 
(aucune réduction n’est appliquée). Ce choix est justifié par le fait que les forces tangentielles 
au contact, obtenues avec les coefficients de Kalker classiques, sont naturellement plus 
élevées, par conséquent, les simulations se font dans les conditions d’exploitation les plus 
sévères [110]. Or, le Tableau 4. 1 montre clairement l’important impact des coefficients 
réducteurs sur la vitesse critique et l’étude de stabilité du train. Un impact aussi élevé ne peut, 
lorsque les hypothèses de plasticité sont remplies, être négligé et une correction aux 
coefficients de Kalker doit être appliquée. De plus, cette correction permet d’avoir un meilleur 
ajustement avec la pratique dans des situations où les hypothèses de la théorie de Kalker ne 
sont pas bien respectées [43] comme lorsque les surfaces sont contaminées.  
Cependant, le choix du niveau de réduction ne peut pas se faire d’une façon arbitraire et 
nécessite une justification en fonction des hypothèses car, si l’on considère le facteur 
habituellement utilisé �=0.5, il coïncide dans notre cas d’étude avec celui dû à l’introduction 
d’une certaine couche de troisième corps très élastique, la vitesse critique est fortement 
réduite de 38 %. Mais cela signifie qu’il faut que la couche soit de cette épaisseur, avec un 
module 100 fois plus faible que les matériaux de base, pour appliquer ce coefficient.  
Afin de pouvoir estimer, d’une façon empirique, les coefficients réducteurs à appliquer, il est 
important de connaitre d’abord les différentes conditions opératoires dans lesquelles le train 
circule. Or, ces conditions peuvent beaucoup varier en fonction plusieurs paramètres tels que 
l’emplacement de la voie, le climat, les stratégies de contrôle qui peuvent générer des 
particules d’usure agglomérées dans le troisième corps… Une autre méthode qui permet de 
prendre en compte la baisse des coefficients de Kalker consiste à utiliser les différents 
modèles avancés de contact, développés durant ces dernières années [94, 41, 44], L’avantage 
de ces modèles est leur capacité à gérer la présence d’un troisième corps entre la roue et le 
rail. En se basant sur notre modèle par éléments finis, nous avons pu déduire les facteurs ����, ����� et ����� dus respectivement à la solution élastique et élasto-plastique par éléments finis 
ainsi qu’à l’addition d’une couche élastique de troisième corps sur l’interface du rail. Ces 
facteurs réduisent la vitesse critique respectivement de 34 %, 42 % et 38 %. Bien que la 
démarche proposée dans cette thèse permette d’avoir une bonne estimation de la vitesse 
critique sous des conditions plus détaillées, il reste essentiel d’observer les épaisseurs de 
couches moyennes de troisième corps, de réaliser la mesure de leur module réel et de 
déterminer la limite élastique dans la zone de contact superficielle qui plastifie, avant d’en 
vérifier l’effet sur les coefficients ��� par modèle éléments finis pour pouvoir conclure ensuite 
sur leur impact en simulation de la stabilité. Il convient ensuite de faire d’autres simulations 
avec des couples roue-rail et des véhicules différents avant de pouvoir proposer la meilleure 
corrélation de ces facteurs de réduction. 
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Conclusions et perspectives 
Nous avons proposé dans ce chapitre une application des résultats par éléments finis à la 
dynamique globale du véhicule ferroviaire. En particulier, l’effet sur la vitesse critique de 
l’élasto-plasticité des corps en contact et de l’addition d’une couche mince sur l’interface du 
rail est étudié par l’intermédiaire des coefficients de réduction ��� évalués à partir des courbes 
de saturation. Ces coefficients ont été introduits dans le modèle de contact du code de 
dynamique ferroviaire VOCO en appliquant une correction aux coefficients classiques de 
Kalker. La vitesse critique du véhicule a ensuite été déterminée numériquement en utilisant le 
diagramme de bifurcation. Nous avons montré que la vitesse critique diminue quand la 
réduction appliquée aux coefficients de Kalker augmente. Autrement dit, la non prise en 
compte des coefficients de correction risque de conduire à une surestimation de la vitesse 
critique si les conditions étudiées sont remplies.  
 
Cependant, la correction par ���=0.5 adoptée par certains dynamiciens pour avoir un bon 
ajustement avec des mesures de forces Y anciennes en courbe, conduit à une réduction élevée 
de la vitesse critique de 38 % dans notre cas d’étude qui ne peut être considérée à la légère, 
car elle implique la présence permanente d’une couche de plus de 100 microns, 100 fois plus 
souple que l’acier de base. Une bonne description des conditions réelles d’essais est requise 
afin de savoir si une telle couche est toujours présente, si son module est si faible, donc s’il est 
pertinent d’appliquer un facteur aussi élevé que 0.5. D’autre part, nous avons montré que la 
vitesse critique est réduite de 42 % sous l’effet de la plasticité  mais en considérant la limite 
élastique de l’acier à rail neuf ; les mesures de limite élastique des matériaux doivent être 
effectuées en surface sur des rails écrouis, pour mieux évaluer l’effet de ces paramètres, ce qui 
permettra d’avoir des coefficients de réduction mieux établis pour chaque paramètre. 
Enfin, le changement des coefficients de Kalker a un léger impact sur le déraillement de 
l’essieu étant donné que l’équilibre de l’essieu est conditionné par la roue interne, poussante 
où le contact n’est pas saturé. 
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Conclusion générale et perspectives 
 
Dans cette thèse, nous avons développé des modèles numériques basés sur la méthode des 
éléments de frontière et la méthode des éléments finis pour l’étude du contact roue-rail 
roulant. La méthode des éléments finis est utilisée pour étudier quelques paramètres 
influençant les coefficients de Kalker identifiés à partir d’un état de l’art sur les mesures 
expérimentales des courbes de saturation représentant la force tangentielle en fonction du 
pseudoglissement. 
D’abord nous avons cherché à résoudre le problème de contact avec une approche itérative 
directe de la méthode des éléments de frontière connue sous le nom de la Méthode 
d’Inversion de Matrice (MIM). Une telle approche a déjà été utilisée par le passé pour 
résoudre le problème du contact normal et glissant. Après avoir réécrit la MIM pour la 
résolution de ces problèmes, la méthode est validée en comparant les résultats aux solutions 
analytiques pour des géométries de contact de forme simple. Nous l’avons ensuite étendu 
pour pouvoir résoudre le problème du contact roulant stationnaire en introduisant aux 
systèmes d’équations les relations régissant la cinématique des corps en roulement. Dans ce 
cas, la validation de la MIM est faite par une comparaison avec l’approche variationnelle de la 
méthode des éléments de frontière implémentée par Kalker dans le logiciel CONTACT. Les 
résultats des deux méthodes étant en excellent accord pour des géométries simples, 
l’algorithme de résolution de la MIM est ensuite adapté aux situations de contact non-
Hertzien. Des simulations numériques ont été effectuées pour l’étude du contact roue-rail 
roulant. En particulier, la position centrée entre une roue S1002 et un rail UIC60 incliné au 
40ème est étudiée. La solution montre une empreinte de contact non elliptique ou non-
Hertzienne due à la variation des courbures de la roue et du rail dans la direction transversale. 
Bien que le coût de calcul de la MIM est plus élevé en comparaison avec CONTACT car ce 
dernier dispose d’algorithmes de résolution plus performants fruit d’une vingtaine d’années de 
développement, l’outil numérique que nous maîtrisons désormais peut être utilisé pour 
explorer des sujets d’une grande importance dans le domaine ferroviaire comme la prise en 
compte de la plasticité des corps en contact ou encore l’étude de la présence d’une couche de 
troisième corps entre la roue et le rail. 
Ensuite, nous avons développé un modèle par éléments finis 3D pour l’étude du contact roue-
rail roulant en utilisant les schémas d’intégration temporelle implicite et explicite. Les profils 
de roue et de rail sont choisis et positionnés de sorte à pouvoir assurer une zone de contact 
elliptique et à pouvoir étudier l’effet de spin. Dans un premier temps, le problème de contact 
est traité en élasticité linéaire. Nous avons montré que la solution du schéma implicite est 
sensible à la quantité d’énergie dissipée numériquement à travers la taille du pas de temps. Un 
compromis entre cette taille et la précision de la solution a permis de minimiser certaines 
oscillations observées sur la force tangentielle tout en gardant un temps de calcul convenable 
Conclusion générale et perspectives 
144 
 
pour notre étude. En adoptant le compromis trouvé, la solution élastique implicite du 
problème de contact normal (distribution de la pression de contact, pression maximale, semi-
axes de l’ellipse de contact…) est comparée avec les résultats donnés par la méthode 
explicite, par Hertz et par CONTACT. Compte tenu de l’imprécision due à la discrétisation, 
les solutions du problème normal des différentes méthodes sont en très bon accord. La 
solution élastique implicite du problème tangentiel est plus proche de CONTACT que la 
méthode explicite (distribution et module de la contrainte de cisaillement tangente, partition 
adhérence/glissement…). Les courbes de saturation dans les directions longitudinale et 
transversale montrent également un bon accord entre la solution implicite, FASTSIM et 
CONTACT. Les pentes initiales de ces courbes en implicite, proportionnelles aux coefficients ��� de Kalker, sont réduites par rapport à la théorie linéaire de Kalker dans les deux directions. 
En traçant leurs dérivées, nous avons constaté une baisse des coefficients ��� de 28% dans la 
direction longitudinale et de 44% dans la direction transversale dans notre cas d’étude. Ainsi, 
le coût de calcul avec deux méthodes par éléments finis étant élevé, la validation en élasticité 
du modèle par éléments finis nous a permis de choisir la méthode implicite pour la suite de 
l’étude. Afin de vérifier la validité et la flexibilité de ce modèle, une étude paramétrique est 
réalisée dans laquelle l’influence du point de contact, du pseudoglissement longitudinal et du 
coefficient de frottement est vérifiée. 
Dans un deuxième temps, le contact roue-rail roulant avec la méthode des éléments finis est 
étudié en élasto-plasticité. Sous l’effet de la déformation plastique sur toute la zone de contact 
(selon le critère de Von Mises) de l’acier R900A neuf, la pression de contact maximale a 
baissé et l’aire de contact elliptique prend une forme ovoïde. De même, la contrainte de 
cisaillement maximale a baissé et les pentes initiales des courbes de saturation sont réduites 
dans les deux directions par rapport à la solution élastique. Les dérivées de ces courbes en 
élasto-plasticité ont montré cette fois-ci une baisse des coefficients de Kalker de 37 % dans la 
direction longitudinale et de 54 % dans la direction transversale dans notre cas d’étude. 
L’augmentation de la charge normale subite par la roue a conduit à une augmentation de la 
pression de contact maximale et de la déformation plastique. Par conséquent, la pente initiale 
de la courbe de saturation est réduite dans la direction longitudinale étudiée, ce qui confirme 
que la plasticité est un paramètre qui peut baisser les coefficients de Kalker. Par contre, la 
comparaison avec l’acier 350HT dont la limite d’élasticité est 1.5 plus élevée que l’acier 
R900A a montré un effet plus adouci de la déformation plastique conduisant à un résultat très 
proche de la solution élastique. 
Ensuite, la présence d’une couche de troisième corps (naturelle ou artificielle) entre la roue et 
le rail étant identifiée comme le premier responsable de la baisse des coefficients de Kalker, 
nous l’avons modélisé avec la méthode des éléments finis en l’a considérant comme lisse et 
mince. Nous avons supposé dans un premier temps que cette couche est élastique et cent fois 
plus souple que l’acier avec une épaisseur h=125 �m. L’étude de la courbe de saturation dans 
la direction longitudinale montre une baisse de la pente initiale et, par conséquent, du 
coefficient de Kalker d’environ 50 %. En second lieu, un comportement plastique parfait est 
attribué à cette couche. Malgré les nombreuses études réalisées pour caractériser et mesurer la 
couche de troisième corps, les propriétés mécaniques et rhéologiques de celle-ci restent peu 
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connues compte tenu de la complexité des phénomènes présents à l’interface de contact entre 
la roue et le rail. Nous avons donc réalisé une étude paramétrique où les paramètres 
caractéristiques de la couche de troisième corps sont variés (épaisseur, module de cisaillement 
et limite d’élasticité). Le résultat a montré que la pente initiale dans la direction longitudinale 
est très sensible à ces paramètres ; elle est réduite avec l’augmentation de l’épaisseur et la 
baisse du module de cisaillement. L’introduction du comportement plastique augmente cette 
baisse surtout pour les limites d’élasticité les plus faibles. 
Enfin, des facteurs de réduction ��� des coefficients de Kalker sont évalués à partir de la 
solution par éléments finis puis appliqués dans le code de dynamique ferroviaire VOCO afin 
d’étudier l’effet de la variation de ces coefficients sur la dynamique du véhicule du 
benchmark Manchester, en particulier sur le déraillement et la vitesse critique. Nous avons pu 
montrer que la baisse des coefficients de Kalker réduit légèrement le risque du déraillement 
car l’équilibre de l’essieu est conditionné non seulement par la roue déraillante où le contact 
est saturé mais aussi par la roue poussante qui ne l’est pas. D’autre part, elle induit une baisse 
de la vitesse critique qui atteint jusqu’à 38 % par rapport la vitesse critique de référence (sans 
réduction) pour un facteur de réduction ���=0.5. 
Il est donc très important de pouvoir correctement estimer, à partir du modèle par éléments 
finis, les bons facteurs de réduction à appliquer afin d’évaluer au mieux le comportement 
dynamique du véhicule. Pour cela, il reste essentiel de réaliser plus d’observations et d’essais 
pour caractériser les bons paramètres qui caractérisent la couche du troisième corps. De plus, 
la loi de comportement utilisée dans notre étude étant caractérisée à partir de l’acier R900A à 
l’état neuf (non accommodé), l’étude en élasto-plasticité correspond seulement au premier 
cycle de roulement. Or, en réalité le rail subit après quelques cycles de roulement un 
écrouissage qui conduit à son durcissement et une augmentation de sa limite d’élasticité. Pour 
pouvoir tenir compte dans le modèle par éléments finis de cet éventuel changement, il serait 
intéressant d’envisager des essais de caractérisation sur le même acier mais après avoir subi 
plusieurs cycles de roulement conduisant à la stabilisation de son écrouissage.  
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Annexe A 
 
 
Annexe A.1 
 � (°) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 �  6.61 3.78 2.73 2.14 1.75 1.49 1.28 1.13 1 �  0.32 0.41 0.49 0.57 0.64 0.72 0.80 0.89 1 �  2.8 2.3 1.98 1.74 1.55 1.39 1.25 1.12 1 
 
Annexe A.2 : Coefficients ��� de Kalker 
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Annexe B 
 
Annexe B. 1 
Charge normal concentrée (problème de Boussinesq) 
Les déplacements en un point quelconque de l’espace semi-infini dus à une force normale 
concentrée pure �� qui agit au centre du repère O : 
 
�� = ��4�� ����3 − (1 − 2�) ��(� + �)��� = ��4�� ����3 − (1 − 2�) ��(� + �)��� = ��4�� ��2�3 + 2(1 − �)� �
 (B.1) 
Avec � = ��2 + �2 + �²  
Charge tangente concentrée (problème de Cerruti) 
Les déplacements en un point quelconque de l’espace semi-infini dus à une force tangentielle 
concentrée pure �� qui agit au centre du repère O : 
 
�� = ��4�� �1� + �²�3 + (1 − 2�)( 1� + � − �2�(� + �)2)��� = ��4�� ����3 − (1 − 2�) ���(� + �)²��� = ��4�� ����3 + (1 − 2�) ��(� + �)�
 (B.2) 
Les déplacements en un point quelconque de l’espace semi-infini dus à une force tangentielle 
concentrée pure �� qui agit au centre du repère O : 
 
�� = ��4�� ����3 − (1 − 2�) ���(� + �)²��� = ��4�� �1� + �²�3 + (1 − 2�)( 1� + � − �2�(� + �)2)��� = ��4�� ����3 + (1 − 2�) ��(� + �)�
 (B.3) 
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Annexe B. 2 
���(�, �; �, �; �) = 1
4�� �1� + (� − �)²�3 + (1 − 2�)( 1� + � − (� − �)2�(� + �)2)� (B.4) 
���(�,�; �, �; �) = 1
4�� �(� − �)(� − �)�3 − (1 − 2�) (� − �)(� − �)�(� + �)² � (B.5) 
���(�,�; �, �; �) = 1
4�� �(� − �)��3 + (1 − 2�) (� − �)�(� + �)� (B.6) ���(�, �; �, �; �) = ���(�,�; �, �; �) (B.7) 
���(�, �; �, �; �) = 1
4�� �1� + (� − �)²�3 + (1 − 2�)( 1� + � − (� − �)2�(� + �)2)� (B.8) 
���(�, �; �, �; �) = 1
4�� �(� − �)��3 + (1 − 2�) (� − �)�(� + �)� (B.9) 
���(�,�; �, �; �) = 1
4�� �(� − �)��3 − (1 − 2�) (� − �)�(� + �)� (B.10) 
���(�, �; �, �; �) = 1
4�� �(� − �)��3 − (1 − 2�) (� − �)�(� + �)� (B.11) 
���(�, �; �, �; �) = 1
4�� ��2�3 + 2(1 − �)� � (B.12) 
Annexe B. 3 
����� = (1 − �)�1 + ��2��  (B.13) ����� = ����� = ��3�� (B.14) ����� = (1 − �)�1 + ��4��  (B.15) ����� = (1 − �)�1��  (B.16) �1 = � � 1��2�1�2�1 ���� = [[���(� + �) + ���(� + �)]�1�2]�1�2  (B.17) �2 = � � �2�3�2�1�2�1 ���� = [[���(� + �)]�1�2]�1�2  (B.18) 
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�3 = � � ���3�2�1�2�1 ���� = [[−�]�1�2]�1�2  (B.19) �4 = � � �2�3�2�1�2�1 ���� = [[���(� + �)]�1�2]�1�2  (B.20) 
Avec � =  � − �, � = � − �, � = �(� − �)2 + (� − �)2, �1 = �� − �� − ��/2, �2 = �� −�� + ��/2, �1 = �� − �� − ��/2 et �2 = �� − �� + ��/2 . 
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